Universidad de los Andes
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas

Postgrado de Matematicas

Mérida

Aspectos Geométricos de la Teoria

de Yang-Mills

Nieves M. Vilchez Gonzalez.

Mérida, Junio de 1996.

| PONACICH

SERBIULA
Tulio Febres Cordero




Aspectos Geométricos de la Teoria
de Yang-Mills

Autor: Nieves M. Vilchez Gonzélez.

TRABAJO DE GRADO, PRESENTADO A LA ILUSTRE UNIVERSIDAD DE LOS
ANDES, COMO REQUISITO PARA OPTAR AL TITULO DE MAGISTER SCIEN-
TIARUM EN MATEMATICAS. ESTE TRABAJO FUE DIRIGIDO POR LA DRA.

GLORIA SANCHEZ DE ALVAREZ.

Universidad de Los Andes
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas.
Postgrado de Matematicas.

Mérida, Junio de 1.996.



Dedicatoria

A mis hijos, Grecia y Juan Manuel, por existir y llenar de amor y

ternura esta etapa de mi vida.

A mis padres: Olga y Juan A., quienes junto a mis hermanos: Gladys,
Leyda, Alis, Yaneth y Luis, me han brindado carifio y apoyo en todo

momento.

A ti Atilio, por lo que representas en mi vida, por tu compania y

estimulo para seguir adelante.
A la memoria de mi hermana Naybelin.

A mis profesores, amigos y comparferos particularmente a los profesores
Edgar Sanchez, Edgar Iturriaga, y Narvis Vivas, con quienes comparti

experiencias buenas y malas a lo largo de mis estudios de maestria.

Nieves.

il



Agradecimiento

Al grupo de Geometria y Andlisis, quienes con su entusiasmo y dedicacién
mantienen el desarrollo del area. Particularmente a la Dra. Gloria Sanchez,
quien con su ayuda, ensefianza y acertadas sugerencias hizo posible la elabo-

racién de esta tesis.

Agradezco, a mi amigo Edgar Iturriaga, por las innumerables muestras de

compaifierismo, camaraderia y apoyo para la culminacién de mi trabajo.

Al Departamento de Matematica de la Facultad de Ciencias de la U.L.A.,
por su receptividad durante mi permanencia en el Postgrado, en especial a

la Sra. Elide Ramirez

A las autoridades, compaifieros del Departamento de Fisica y Matematicas
del N.U.R.R, quienes dieron su aval, para la obtencién de una beca para

terminar mis estudios de Maestria.

Al C.D.C.H.T. por su financiamiento al proyecto de tesis, con cédigo: 782-
96-05.EM.

Al bachiller Angel Pérez, quien con paciencia y dedicacién tuvo a cargo la

transcripcién de esta tesis.

iv



Resumen

ASPECTOS GEOMETRICOS DE LA TEORIA
DE YANG - MILLS

Vilchez Gonzalez, N
Postgrado de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la U.L.A.

Formular la teorfa de Yang-Mills en el marco del lenguaje y las herramientas
de la geometria diferencial, para ello se desarrollaran las nociones basicas
de los espacios fibrados, de los grupos de Lie (U(1),SU(2)), de los grupos
de calibre, conexiones (potenciales de calibre), curvatura de una conexidn,
(Campo electromagnético, Campo de Yang-Mills). Se identifica el grupo de
las transformaciones de calibre en un fibrado principal P con el conjunto
de las secciones de un fibrado asociado B. La lra Ecuacién de Yang-Mills
(analoga a las ecuaciones homogéneas de Maxwell), se presenta como un caso
particular de la Identidad de Bianchi, que relaciona el concepto de derivada
covariante con la curvatura de una conexién, simultaneamente hacemos un
enfoque desde el punto de vista del célculo variacional, donde aparece la
2da Ecuacién de Yang-Mills (andloga a las ecuaciones no-homogeneas de

Maxwell) como la Ecuacién de Lagrange para un lagrangiano particular.
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Introduccion

La teorfa de calibre mas antigua que se conoce esta enmarcada dentro de
la electrodindmica, desarrollada y descrita por H. Weyl en 1919, quien tra-
baja en el contexto del electromagnetismo y considera el grupo local de las
transformaciones punto-dependientes y lo llama grupo de calibre, introduce
ademds el concepto de transformacién de calibre. La escogencia de las dilat-
aciones como grupo de calibre tiene sus fallas y es entonces en 1929 cuando
A. Fock toma como grupo de calibre el grupo abeliano U(1). En 1939 O.

Klein hace algunas consideraciones sobre teoria de calibre no abeliana.

Atios después, C.N. Yang y R.L. Mills en 1954 [32], introduce una generali-
zacion de los desarrollos de Weyl, el cual nos lleva a una teoria de calibre no
abcliana, usando el grupo SU(2).

Actualmente la teorfa de calibre tiene un gran atractivo y considerable in-
terés en el campo de la Fisica de las particulas y la teoria de gravitacion.
Uno de los cuales ha sido en efecto la unificaciéon de la teoria electromag-
netica y las interacciones débiles ([3],[8],[18],[20],[22],[30]). Recientemente
se han desarrollado modelos de interacciones de particulas elementales en
término de la teoria de calibre no abeliana, particularmente el estudio de los
monopolos ([33]). Wu y Yang en 1975 ([31]) observan que las estructuras
geométricas y topoldgicas de los monopolos de Dirac estdn descritas de una
manera ejemplar por los espacios fibrados y las conexiones asociados a ellos.

Un analisis completo de la teoria de fibrados y sus conexiones se consigue en

viil



Introduccién ix

([6],[15],[16],[21],[25],(26]) entre otros.

Por otra parte las interacciones gravitacionales pueden ser enmarcadas dentro
del esquema de los campos de Yang-Mills, los cuales desde el punto de vista
de la geometria diferencial pueden ser representados por la curvatura de una

conexién sobre un fibrado principal. ([3],]7],(8],{18],[15],[21]).

Ademis autores como ([3],[8],[12],[18],[27]) hacen una formulacién lagrangia-
na para la teoria de calibre para llegar a describir las ecuaciones de Maxwell
en.el caso abeliano y las ecuaciones de Yang-Mills en el caso no abeliano como
un problema variacional sobre un fibrado, estos ven las ecuaciones como las

ccuaciones de Euler-Lagrange para un cierto lagrangiano.

Iistamos particularmente interesados en observar las relaciones basicas entre
la teorfa geométrica de conexiones en fibrados principales y fibrados asociados

y la teoria de los campos de Yang-Mills y sus transformaciones de calibre

([7],[8][15][21][27)).

Daremos una descripcion geométrica de los campos de calibre y para ello
veremos en que sentido los potenciales de calibre representan una conexién
(conexién en la teoria de Yang-Mills ([32]), en un fibrado principal y los
correspondicntes campos de calibre estdn asociados a la curvatura de la
conexiéon. Observaremos que tanto las transformaciones de calibre como las
Ecuaciones de movimiento tienen un caracter global cuando se definen un

{érmino de operaciones en un espacio fibrado.

Con las herramicntas presentadas (capitulo 1 y 2) podemos llegar a dar una

formulacién matemadtica de las Ecuaciones de Yang-Mills (capitulo 3), como



las Ecuaciones de Euler-Lagrange (ver apéndice A), para un Lagrangiano
particular sobre el espacio de las conexiones las cuales estan relacionadas con

un campo de particulas ! (¢ : P — V'), identificados con las secciones de

un fibrado vectorial asociado.

Consideramos una teorfa de calibre no abeliana (G = SU(2)), definidas sobre
M = 1R y donde el fibrado principal que describe la teoria de Yang-Mills es
P(IR*, SU(2)).

Tomaremos como pre-requisitos, las nociones sobre Variedades diferenciables,

Grupos de Lie, accién de un grupo sobre una variedad y algebras de Lie.

([(1],14],[15},[21],[25]).

Iin el primer capitulo se desarrollan los conceptos sobre los espacios fibrados:
vectoriales, principales y asociados. En el capitulo 2 se trabaja fundamen-
talmente en la teoria de conexiones y curvatura de los fibrados principales y
fibrados vectoriales asociados a un fibrado principal y en capitulo 3 se presen-
tan las definiciones de la teoria de calibre (Yang-Mills) en el contexto de los

espacios fibrados, finalizando el capitulo con las Ecuaciones de Yang-Mills.

Adicionalmente se presentan dos Apendices con las herramientas basicas del
calculo Variacional, la Ecuacién de Euler-Lagrange, Grupos de Lie y Algebras

de Lie.

"En cuanto alos campos de particulas se puede decir que tienen propiedades tedricas de
grupos, que ellos pertenecen al mismo espacio vectorial V' de dimensidn n, el cual estd rep-
resentado por el grupo G. El grupo G actiia sobre el espacio V, via la representacién p (que
puede ser representacién vectorial o tensorial) y pueden ser matrices reales o complejas. Si
asumimnos qL;c la representacién es de dimensién 2 es real (o compleja) entonces el espacio

vectorial V' esta representado por matrices que pertenecen a GI(2,IR) (6 GI(2, ¢)).[22]



Capitulo

1

Espacios Fibrados

1.1 Introduccion

Un fibrado es, por asi decirlo, un espacio topoldgico el cual luce localmente
como un producto directo de dos espacios topolégicos. [21].

Muchos conceptos importantes en fisica son interpretados en términos de
la geometria de los espacios fibrados. La Teoria de electromagnetismo de
Maxwell y la teoria de Yang-Mills son esencialmente teorias de conexiones
sobre fibrados principales con un grupo de calibre dado G como la fibra. La
teoria de Gravitacion de Linstein trata de la conexién de Levi-Civita sobre el
fibrado de las bases (Frame bundle) de la variedad espacio-tiempo, ([9],[21}).
En esta primera parte definiremos las nociones de fibrado: fibrados vecto-
riales, fibrados principales y de los fibrados asociados y en particular los
fibrados vectoriales asociados a un fibrado principal. ([6],[16]).
Consideraremos conocidos los conceptos bésicos sobre variedades diferencia-
bles, grupos de Lie, accion de un grupo sobre una variedad y algebras de Lie.
([11,[3],[4],[16],[25],[29], Apéndice B).

Definicién 1.1.1 [21] Un fibrado diferenciable (E,r,M,F,G) consta

de los siguientes elementos.
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i) Una variedad diferenciable E llamada espacio total.
i1) Unda variedad diferenciable M  llamada espacio base.
i11) Una variedad diferenciable F  llamada la fibra.

i) Una aplicacion sobre 7w : E — M llamada la proyeccién, donde

7Y z)=F, 2 F esllamada la fibra en «z.

v) Un grupo de Lie G llamado el grupo de estructura el cual actia

sobre F  a la izquierda.

vi) Un conjunto {U;} de cubrimientos abiertos de M  con un difeo-
morfismo Wy, : Uy x F' — n=Y(U;) tal que o ¥y, (z, f) = =.

La aplicacion Wy, es llamada trivializacién local, puesto que
\Il,}} : 7r_1(U,-) —U; x F
es sobre.
vit) St Yy (z,f) = Yu,.(f), entonces la aplicacidn
UVpo: FF— Fy

es un difeomorfismo.

'St consideramos  U; N U; # 0, necesitamos que
qﬁij(a:) = \I/(_]'l,z. [¢] \I’UJ,:U F— F

sea un elemento de G.
Intonces Wy, y Wy, estdn relacionados por una aplicacion suave (diferen-
ciable)

¢ij:UiﬂUj-)G

lal que

Uy, (2, f) = Yy, (z, dij(z) f).



Espacios Fibrados 3

Las aplicaciones {¢:;} son llamadas las funciones de transicién. Ellas

salisfacen las relaciones de co-ciclo:
a) dilz) =e
b) dii(x) = (¢ij(x))~"

c) #ij(x)pik(z) = ¢ij(z)
para todo U;, U;, Uy abiertos tales que U; N U; N Uy # 0.

Estas relaciones son caracteristicas en el sentido que cualquier familia {¢;;}
de funciones sobre M con valores en G que satisface esas relaciones son
necesariamente las funciones de transicién de algun fibrado.

Otra notacién para indicar el fibrado es:

E5S M

T(x)

L/ s
T
T "

Vv
M
X

Figura 1.1:
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Definicién 1.1.2 $i VU,, esunatrivializaciénlocal con U =M (esto
es: W,: M xG — E) entonces Wy es llamada una trivializacién

global y el fibrado E es llamado trivial st Wpr existe.

Definicién 1.1.3 [21] Una seccién local de un fibrado E  es una apli-
cacion

c:U—FE
UcC M, U abierto, tal que‘ moo = Iy donde la identidad sobre
U(x — z). Una seccion o : U — E, se llama seccién global
si U=M. .

Ejemplos 1.1.4

a) Uno de los ejemplos maés sencillos de fibrados se obtiene apartir de la

banda de Mobius.

Sea M =S8'={z¢€C/|z| =1} y consideremos como fibra los puntos =1,
estos puntos forman un grupo bajo la multiplicacién G = Z, = {+1,—1}.
Tenemos entonces una fibra (Z;) que es un grupo variedad.

Las funciones de transicion ¢ son elementos del grupo Z, y actia sobre

la fibra G &~ Z,, por la multiplicacién del grupo.

¢:Z2><Zg — Z2

(91,92) — Gi19a.

Consideremos M = S'  cubierto por dos entornos Uy,Us, (M =
Uyul,), donde U =8"—-{1} y U,=S8"-{-1}.

Podemos construir dos tipos de fibrados:

i) Si ¢y = ¢ es un fibrado trivial y P = S! x Zy (dos circulos,

corresponde a la frontera de un cilindro (ver figura. 1.2)).
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11) Si ¢ = ~¢, es un fibrado no trivial, entonces P = doble cubrimiento

del circulo (corresponde a la frontera de la banda de Mobius (ver figura 1.3))).

Figura 1.2:

N
e

-~ —_—

S

-
~

:
%

=

IMigura 1.3:
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A continuacién estudiaremos los siguientes tipos de fibrados: vectoriales,

principales y asociados a principales.

1.2 Fibrados Vectoriales

Un fibrado vectorial puede ser visto como una familia de espacios vectoriales
parametrizados por una variedad y que salvo isomorfismos son localmente
fibrados triviales que tienen como fibra espacios vectoriales V de dimension
fintay a GI(V) el grupo de automorfismos de V' como grupo de
estructura. Ademads se pueden describir globalmente mediante las llamadas

funciones de transicién ([6],[9],[21],).

Definicién 1.2.1 ([21]) Un fibrado vectorial E ~“+ M  es un fibrado
cuya fibra es un espacio vectorial. Si F =1RF y M es una variedad
m-dimensional, es usual decir que k es la dimensidon de la fibra y el espacio

total E es una variedad (m + k)-dimensional.

Las funciones de transiciéon {¢;;} pertenecen a G = Gl(k,R).
Puesto que ellos aplican, bajo isomorfismos espacios vectoriales sobre espacios
vectoriales de la misma dimensién.

Si F =C*, entonces el grupo de estructura es G = GI(k, C).

Definicién 1.2.2 ([5],[21]). Una seccién local de un fibrado vectorial es
una aplicacion L

S:U— FE

tal que U C M, U abierlo y
oS =1y

donde Iy identidad en U.
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Al conjunto de secciones locales sobre U se denota por I'(U, E).

Si U =M, llamaremosa S una seccién global y

S:M —FE

es tal que

woS = Iy (identidad en M).

G, G, = fibra en y

Figura 1.4:

Llamaremos I'(E) al conjunto de todas las secciones globales de E.

Si S y S,€eT(E) entonces
(51 + S2)(z) = Si(z) + Sa(z) € T(E)
si SeET(E) y fe&Fe(M) (funcién escalar o compleja), entonces
(fS)(z) = f(2)S(x) € T(E).

Asf, T'(£) es un espacio vectorial.
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Definicién 1.2.3 ([5]) Dados dos entornos U;,U; con U;NU; # 0. Las

Junciones
oi; UinU; — GUER) o (Gl(k, (]j))
r — ¢U(.’E)
son llamadas funciones de transicién.

Si {Uy,U,,...,U;...} forman un cubrimiento de M las funciones de

transicién satisfacen las condiciones:

i)  ¢i(z) = z (Identidad en U;).
i) ¢ij(z)dji(z) = x (Identidad en U; NU; # 0). (1.1)
iii)  ¢ij(z)gr(z)dri(z) = ¢ (Identidad en U; NU; N Uy # ).

Se puede probar (véase [6]) que estas funciones de transicién relativas al

cubrimiento y que satisfacen (1.1) definen un fibrado vectorial.

Cualquier fibrado vectorial E admite una seccién global llamada seccién

nula: S, € I'(F), tal que para
\I’i : U,' XV — W_I(U,')
cualquier T.L., se tiene:

U(So(x)) = (z,0) para z € Ul

T
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n 1 (z)

U,CM

Figura 1.5:

Ejemplo 1.2.4

a) Consideremos el fibrado tangente TM sobre una variedad M de

dimensién m, como la coleccién de todos los espacios tangentes a M:

™ = |J T,M
pEM
donde M = espacio basey TM es el espacio total, este es un fibrado

vectorial cuya fibra es IR™, [21].
Sea {U;} un cubrimiento abierto de M.
Si z% = W, (z) son las coordenadas sobre U; entonces un elemento de
TU,' = U T-M
zel,

estd  especificado por (z,V) donde z € M yel vector V =

V“(x)%} € T M.
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Notemos que:
U; es homeomorfo a un conjunto abierto ;(U;) C R™ y T, M es

homeomorfo a IR™.
Por lo que podemos identificar TU; — IR™ x IR™ ast:

(2, V) = (2(2), V¥(2)).

TU; es entonces una variedad diferenciable de dimensién 2m.
Siu € TU; entonces u = (z,V) conz € U; CM y V € T,M y la proyeccién

7 es tal que:

m:TU; — U;

uv=(z,V) — =z

T.M = IR™
2
r
G
I TU;
S
™|
i o M
z U,
Figura 1.6:

donde 771(z) = T, M es la fibra sobre z.
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Tomemos y* = Wy,(z) el sistema de coordenadas sobre Uj, el vector
V  correspondiente a U = (z,V) se expresa:

| ~, 0

Oz | T Oy

V=V z €U,

Las trivializaciones locales seran:
U5l = (z,{V*}), V5! =(z,{V*}) =zelinl;
Las coordenadas de las fibras {V*} y {V*} estdn relacionados por:
Ve = J¥(z)V".

dzt

donde {J¥(z)} = {( By

)} € GL(m,R) y

ozl
[ayg] = Jonle)

seran entonces las funciones de transicién.

Entonces el fibrado tangente es:
(TM,n, M,R™,GL(m,1R))
y las secciones de T'M son los campos vectoriales sobre M:

X : M — TM
T X,

donde X, € TuM, ya que 1o X = Ip,.

Los cuales denotaremos por:
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™

N -

Figura 1.7:

1.3 Fibrados Principales

Estamos interesados particularmente, con aquellos fibrados, cuya fibra es
un grupo de Lie, y que se llamaran fibrados principales. Nuestro objetivo
principal es la teoria de calibre del tipo Yang-Mills (Teoria de calibre no

abcliana), la cual se base en la teoria de conexiones sobre estos fibrados.

Definicién 1.3.1 [3],{7],{16],[29] Un fibrado principal (PFB) consiste
en una variedad P, (llamada el espacio total). Un grupo de Lie G (grupo

de estructura), la variedad base M y la aplicacion proyeccion
T:P— M

que satisfacen lo siguiente:

I) G actia libremente (y diferenciablemente) sobre P, a la derecha
eslo es:

Para cada g€ G, eriste un difeomorfismo R,: P — P, donde
Ry(p)=pg y tal que p(g1g2) = (pgr)g2 V91,9:€ G y p€G.
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Si ee€ G es el elemento identidad de G entonces pe=p Vpé€ P,
donde la funcion:
PxG — P
(Pg) — pg
es una aplicacion C® y ademds st pg = p paraalpin p € P y
g € G entonces g=ce.

IT) La aplicacion
T:P— M

es sobre y
n(n(p)) = {pg : g € G}

la cual es por definicion la érbita de G a través de p.

St x € M, entonces la fibra sobre x, n~'(z) serd denotada por G,.

/L\_» 7t_(lx)= Gy

X v M

Figura 1.8:

Para cada p € 7~(z), existe una aplicacidn

®,:G — 7 l(z)

g9 — pg
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Entonces por I) dicha aplicacion es un difeomorfismo entre el grupo G y
la fibra 7w Yz) = Gz, pero depende de p. Asi lodas las fibras son
difeomorfas a G.

I11) P es localmente trivial, esto es, para cada = € M, ezxiste un abierto

U talque z€U vy un difeomorfismo
Vy:n Y (U) — UxG@G
p — (7(p), ulp))
donde @y :n Y (U)— G vy satisface:
eu(pg) = pu(p)g Y9 € G, per'(U).

La aplicacion Yy es llamada una trivializacién local (TL), en el

lenguaje de los fisicos representa la seleccion de un calibre.

Figura 1.9:
7~ '(z)=fibra
o e
— N U)=UxG
S
al S
S S
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Observaciones 1.3.2

a) Denotaremos P(M,() al fibrado principal con grupo Gy general-

mente se identifica con el espacio total P.

b) In los fibrados principales la variedad M puede ser considerada como

el cociente del espacio total P por la accion del grupo G. Ast:

Sea. R ={(p1,p2) € PxP /39 € G tal que p;g = p.} ésta es una relacién
P

de equivalencia y decimos que M = —.

G
P

Entonces Tm: P —» ek

¢) Siconsideramos un PFB - P(M,G) por [I]),paracada z € M existe
un entorno U de z tal que, si restringimos el PFB, 7 :7x~"'(U) — U,
podemos identificar (via WYy), P(U,G) conel PFB, producto de
U con G lo que nos dice que localmente:

Pl =2U xd@.
U

Asi,;si M = UUi’ donde U; entornos coordenados locales entonces
P, se describe topolégicamente en cada U;, por la variedad producto
Ui x (.

Definicién 1.3.3 [3] Sean Uy, : mHU;)) — U; x G y Uy, :
7= (U;) — U;xG  dos trivializaciones locales (TL) deun PFB, P(M,G).
Las funciones de transicién de ¥y, a Uy, estdn dadas por las
aplicactones

¢,‘j:UiﬂUj—>G

definidas para z = n(p) € U; N Uj, ast:

is(z) = eu.(p)ey, (p)  donde @y, : 771 (Ui) — G.
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— D

iy

ey

Figura 1.10:

Las funciones de transicion definen las transformaciones de coordenadas de
las fibras sobre U; para aquellos sobre U; en la regidn de solapamiento

Ui N Uj.

Veamos que ¢;; no depende de la escogencia de p € n71(z).

vui(pg) - ou;(pg)™ = @ui(p)glieu, (p)g] ™
= ¢u(p)99~"¢u,(p)™
= wui(p) ¢u,(p)"
Ademads las funciones ¢;; satisfacen:
1) $ii(y) =eVyel.
i) $ii(y) = ¢5:' (y) Yy € UinUj.
1) @i (¥)Pik(y) - dri(y) = e Yy € Ui N U; N Ui (Condicién de co-ciclo).

Las funciones de transicién describen la forma en que los productos U; x G,

Uj x G... al agruparse forman el espacio total P, y asi, P puede
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considerarse como el espacio obtenido de la unién disjunta
P=JU;xG@G.
i€l
Idéntificando (z,9) € Ui x G con (z,¢9') € U; xG si g = ¢i;(z)g’, por

i), 1) y 2) esta es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.3.4 [3] Una seccién local de un PFB, P(M,G) es una
aplicacion ‘

c:U—P
UCM, U abierto, tal que moo =1y donde la identidad sobre
U(z — z). Una seccion o :U — P, se llama seccién global si U =
M. '

G, G, = fibra en y

Figura 1.11:

Teorema 1.3.5 ([3]) Frziste una correspondencia natural entre trivializa-

ciones locales y secciones locales de un PFB.

Demostracién. Sea o:U — P una aplicacién local.
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.

Definamos
Uy ﬂ_l(lj) — U x (.
Vy(o(z)g) = (z,9) queesuna T.L.
Reciprocamente, dada una TL Wy : 77Y(U) — U x G definimos una

seccion local

o:U— P
asi o(z) = V5'(z,e). i

" Nota: Si ¥y es una trivializacion local, si U = M, entonces Wps se

llama trivializacién global.

Observacién 1.3.6 Si P(M,G) es el fibrado principal y sea {U;} un
cubrimiento de M  como antes. Consideremos las funciones de tran-
sicién  {¢i;} correspondiente al cubrimiento {U;} y -construyamos a
partir de ellos un conjunto de secciones locales canénicas o;, dados por el

teorema 1.3.5.

Decimos que (M, G,{U;},#i;) constituye un fibrado principal coorde-
nado ([7}).

La accién de grupo sobre el fibrado P nos lleva a obtener otros posibles
fibrados coordenados. Construimos, usando la accién del grupo otro conjunto
de secciones {ol}ier locales esto es: ol(z)=oi(z)gi(z), donde
gi(z) € G luego oi(x) y ol(z) tienen la misma proyeccién y estdn sobre
la misma fibra, de nuevo, usando el teorema 1.3.5, tenemos otras funciones

de transicién {¢i;} que estdn relacionados por:

¢ii(z) = g7 (2)dij(@)gi(z) (1.2)

Deccimos que los fibrados principales coordenados

(M, G {U} {d5) v (M, G{U}{8}})
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son equivalentes (donde la relacién estd dada por (1.2) y asi el fibrado prin-

cipal es la clase de equivalencia de esos fibrados coordenados.

Es de observar que el cubrimiento abierto del espacio base M, junto con las
funciones de transicién, que verifican la condicién de co-ciclos, determinan

completamente un fibrado principal. Véase [6],[7]).

Teorema 1.3.7 [3],[21] Un fibrado principal P(MG) es trivial si admite

una seccion global.

Demostracién. Supongamos que P(M,G) admite una seccién global
co: M — P

tal que moo = Idy.

Por teorema anterior, existe una T.L.

Up i Y (M) — M x G

difeomorfismo, estoes P =M x G.
Reciprocamente, supongamos que el fibrado es trivial, entonces existe Wy :
P — M x @ trivializacién global y por el teorema anterior le corresponde

una seccién global, esto es, existe
o:M— P
tal que moo=1Iy y o viene dada por

o(z) = Ui/ (z,¢).
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Ejemplos 1.3.8

a) Sea P(M,G) =M x G, llamado fibrado principal trivial (producto
de M por G), con M wunavariedad y G un grupo de Lie, y donde

la accién a la derecha, esta dada por:
Gx(MxG) — MxG
92(z, 1) — (z,0192)
y la proyeccién

™ MxG — M
(z,9) > =z.

G
(*g,8,)
*x.8)
MxG
L M
X
Figura 1.12:

Caso particular puede ser, cuando M =R*' y G =U(1) es tal que:
U(l)x (R* x U(1)) — R*xUQ1)
e’ x (T, ei“’) — (T, ei(9+‘P))
y la proyeccién esta dada por:

m:R*xU(1) — R!

(7€) — =
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b) Los ejemplos dados en 1.1.2 son casos particulares de fibrados principales.

¢) Fibrado de Sistemas de Referencias.
Sea M una n-variedad. Un sistema referencialen z € M es una

basc ordenada {viy,...,v,} de 1T, M.

Podemos ver un sistema referencialen = € M como un isomorfismo lineal
v:R* — T, M

entonces es facil deducir que un sistema referencial determina una base
u(ey),...,u(e,) de T;M donde e,...,e, eslabaseusual de IR™.
Sea F(M), el conjunto de todos los sistemas referenciales en z y el

conjunto
CF(M)= | F(M)..
€M
Definamos el PIF'B, 7 : F(M) — M  con grupo de estructura
G(n,R), tal que para u € F(M);, m(u) € M.
Este fibrado es llamado Fibrado de Sistemas de Referencias.
Para A € G(n,R). |

Definimos

Ry:F(M) — F(M) la accién a derecha

u — u-A.

Esta accién a derecha  F(M) x Gl(n,IR) — F(M) es libre, esto es:
u-A=u paraalgin ve F(M) y A€QGl(n,IR) entonces A=1.

Necesitamos dotar a F(M) de una estructura diferenciable, para poder
decir que

T:F(M)— M
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é

F(M) x Gl(n,R) — F(M) son C*.
Sea. W C M, un entorno coordenado con coordenadas z!,...,z™ y aso-
ciado a campos coordenados 0,,0;,...,0, sobre W,.

Definimos una aplicacion

o:W; — F(M)
asi o(y):IR" — T,M es un isomorfismo tal que:

o(y)(ex) = (Ok)y-
Sea ¢, : ™' — GI(n,IR) definidas por:

u(u) = o(m(u)) ™ ou.

Observemos que: ¢, (u o A) = ¢, (u) o A.
Definamos

Uy, : 7' (W)) — W:xGl(n,R)

u = (m(u), pwi(u)).

Puesto que W; x Gl(n,IR) tiene una estructura diferenciable, las aplica-
ciones Wy, para varios W; C M, definen una estructura diferenciable

sobre F(M), probando que

Uy, o Uy« (W; N W;) x Gl(n,IR) < es C*.



Espacios Fibrados 23

u(t)

Figura 1.13:

d) P(S%,U(1)) denotado también asi S® —» §? donde U(1) =S y
§* = {(z1,22), 21,20 € ClzsZi + 2373 = 1} C Q2

y la proyeccién 7 esta dada por

tal que

m(21,22) = 21 € S* = {(21,0),2; € C/z, 77 =1} C 5>

Se define la accién a derecha de U(1) sobre S$* asi:

S xU@) — S°

((zl,zz),eia) — (z,eie,zzeia).

Asi P(S*,U(1)) es un fibrado principal con fibra S§' = U(1) (un grupo
de Lie).

Entonces ——- = 5%, este fibrado es llamado fibrado de Hopf y se denota

St —5 8% — §2,
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Anélogamente se puede ver el fibrado de Hopf:
SU@2) =S — &7 — 51
que describe los instantones ([21]), de longitud unitario, donde
G=SU(2)={AeGl(2,C) ] AA*=A"A=1 y det A=1}

y A*= A (Véase el siguiente ejemplo).

e) Tdentificando todos los puntos infinitos del Espacio euclideo IR*, tenemos
la compactificacién por un punto:

St =R J{oo}.

Si tenemos un  G-fibrado trivial definido sobre IR*, podemos obtener un
nuevo G-fibrado sobre S* después de la compactificacién, el cual no es

necesariamente trivial.

Sea P un fibrado principal sobre IR, con G = SU(2) como grupo
de estructura, donde SU(2) = {A € U(2) / detA = 1}.

Este fibrado principal P(S5*,SU(2)) representa los SU(2)-instantones -

([21]).

Consideremos un cubrimiento abierto {Un,Us} de S*

Uv = {(&y,2t)/c+y +2 +1 <R’ + ¢
Us = {(z,9,5t)/R*~e< 2’ +4* +2° +1%}

donde R=cte >0 y €e>0 infinitesimaly UnnNUg=55.

Sea ¢ns(p) la funcién de transicién definida en p € Uy N Us.
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Puesto que

dns: Uy NUs = S —s SU(2)
y sabiendo que SU(2) = §3 (véase [1]).
Tenemos:
1) Si ¢nsg = 1d, tenemos el fibrado trivial
P=8xSU(?2).
i2) Se obtienen fibrados no triviales, como sigue:

Recordando que S° = SU(2).
Un elemento A € SU(2) = {A € U(2)/detA =1} tiene la siguiente forma:

u v
—U U

Separando u y v en parte real e imaginaria, asi:

donde |ul? + [v|* = 1.

u=t4+iz y v=y+iz
obtenemos: t?+ 2%+ y? 4+ 22 =1.
Asi SU(2) se identifica con la esfera unitaria S§°.
La aplicacién identidad
f:8° — 8= 3U(2)

€s

t+12 y+:iz
—y+ir t—1iz

f:(x717z,t) — (

=tl +i(xo, + yo, + z0,)
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1 0 01 0 —:
donde [ = , Y Oy = , oy = ) ,
0 1 1 0 1 0
1 0
0, = .
0 —1

Las matrices o, son llamadas las matrices de Pauli.

denota

D=

Sea p=(z,y,2,t)EUNNUs y si R=(a?+y*+22+1%)

la longitud de p.
y z

=, —, — | tiene longitud 1.
R'R'R

z
Entonces el vector (E’

Asignemos un elemento de SU(2) al punto p, asi:

B

=1

[

Sean WUy y Ws las trivializaciones locales:
\IJ]_Vl(U‘) = (p7gN) \IIS(U) = (p7gS)

donde p=m(u) vy gn,9s5 € SU(2),
1 o - '
luego: gn(p) = R (tl+ 1 Zx'oi) gs(p) para peUnNnUs

=1
donde (t,z) barre S° unasdlavezy ¢yg recorre SU(2) una séla

vez.

1.4 Fibrados Asociados

Para el desarrollo de la teoria de Yang-Mills (con campos de particulas),
necesitamos introducir la nocién de espacio fibrado asociado a un fibrado

principal, en particular, serd usado en el estudio de las transformaciones
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de calibre (gauge), y en la interpretacién geométrica de las Ecuaciones de

Yang-Mills, ([7],[16],[27]).

Sea w:P— M con PFB congrupo G. Supongase que G actia
sobre una variedad I’ a la izquierda. Esto es, para cada g € G existe

una aplicacién
Ly: FF— F  (escribimos g- f = L,(f))

tal que
e-f=Ff (909)f = a1(9:f)
y la aplicacién
GxF — F

es (C*.

Si F  esun espacio vectorial V y
Ly:V—YV
es lineal entonces el homomorfismo
G — GUV)
g — L

es llamado una representacién de G.
Dos representaciones ‘
G — GUV) G — GUV)

y
g — Lg g — L'g
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se llaman equivalentes si existe un isomorfismo lineal
T:V — V'
tal que
Lg =ToLgoT™ Vged.

Es posible usar cualquier fibrado principal P(M,G) con el objeto de
levantar sobre cada punto z € M una copia de F, pero de tal manera
que la topologia no trivial de P se preserve. El espacio FE sera una
generalizacionde M xF y FE serallamado el fibrado asociado a P, con

fibra F.

Definicién 1.4.1 ([7],[16]) Sea P(M,G) un fibrado principal con proye-
ceion '
TP — M

y I una variedad, sobre la cual G actia a izquierda:

GxF — F
(9,6) —r g€ con geG y £€F.

Se define la accion de G sobre P x F  asi:

GXPxF — PxF
(9,(2€)) = (pg,g7'¢).

Iisla accion determina una relacidn de equivalencia, entre los puntos de
P xF.
Por definicion el fibrado asociado ¢ P, con'fibra F, es el espacio:

PxF

E(M,G,F,P) = —=—.
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Fquipada de la siguiente estructura diferenciable:

Se define la proyeccion mwp  por
Tg: B — M

tal que wE((p,€))=m(p) con pe P, E€F donde (p,€)= clase de
equivalencia de (p,¢§).

Para FE, se tiene de nuevo trivialidad local:
Ve e M, HUxCM con z €U,

tal que

75 (Up) = Uy x F
y ast la proyeccion wg es una aplicacion diferenciable de E sobre M.

Las secciones del fibrado E(M,G, F, P) son de nuevo aplicaciones:

o:M — F
tal que wgoo = Iy,

Ejemplo 1.4.2
a) Sea P un fibrado principal con G =7Z; = {e,a} y M =5, donde

la accién
Zy x St — St
es tal que:

(e,2) — z€ 8

(a,z) — —z€S.
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Qg]g Sl/Zg

Figura 1.14:
St .
El espacio base S! es difeomorfo a 7Y P es simplemente el doble

2
cubrimiento del circulo por un circulo.

A partir de este fibrado principal, se pueden obtener varios fibrados asociados:
t) Sea Z; actuando sobre F =[-1,1] con la accién trivial:

ZyxF — F

(a,z) — =z.

Entonces el fibrado asociado E(M, G, F,P) es justamente el cilindro. (Ver
figura 1.2).

i) Sea Z, actuando no trivialmente sobre F = [—1,1]:
Zo x ' —s F
(a,z2) — —=x.

Entonces el fibrado asociado E(M, G, F, P) es la banda de Mébius. (Ver
figura 1.3).
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b) Consideremos el fibrado principal F(M) de sistemas de referencia
(Véase ejemplo 1.13 ¢)), donde M  e¢s una variedad de dimensién n y

G = GL(n,R).

Si IF=IR" ylaaccién de GL(n,IR) esla del grupo lineal usual.
Entonces el fibrado asociado
n n _ F(M) xR"
el cual puede ser identificado con el fibrado tangente TM, viala aplicacion:

[b,r] — Z'b;r" eT, M

1=1

donde b cs una base (€ F(M)) para el espacio tangente T, M 'y
r=(r,r%...,r*) € R™ ‘

Con el propoésito de completar la descripcién de los fibrados asociados, dare-

mos a continuacion un lema que usaremos mas adelante.

Lema 1.4.3 [7],[27). Sea P(M,G) un fibrado principal con espacio base
My grupo de estructura G,y sea F wuna variedad sobre la cual actia

G a la izquierda. Eziste una correspondencia 1-1 entre las secciones del
fibrado asociado E(M,G,F,P) y funciones ¢: P — F que satisfacen
la propiedad

¢(pg) =g~ - w(p) VpEP, VgeG (1.3)

(decimos  G-homomorfismo de P en F).

Las secciones S, correspondientes a cada ¢, estan definidas por:

Se(z) = [p,o(p)] (1.4)

donde p es cualquier punto en 7w(z).
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Demostracién. Supongamos ¢ : P — F  tal que:
¢(pg) =9 'wlp) Vpe P, VgeG.

Vz € M podemos escoger p € P tal que w(p) ==z, lapareja (p,¢(p))

determina un punto de  I2, llamémosle la clase de los puntos de P x F de

la forma.  [pg,g7"¢(p)] = [p,(p)]-
Sc puede ver claramente que esta clase no depende de la escogencia de p en

n7'(z), debido a la relacién de equivalencia dada por la accién. Esto es,

[pg, 0 (p9)] = [pg, g~ " (p)] = [p, p(p)].
Asi hemos construido, una seccién S de E:
S M — F
z — S(z) =[p,e(p); para pe€n(z)

y estd bien definida debido a la observacién anterior,

lepg, 97 ¢ (p)] = [p, 0(p)]

y ademés m(S,(z)) =n(p) ==z porlotanto S, esunasecciénde E.

Reciprocamente, dada una seccién S : M — E, podemos determinar
una aplicacion
ps: P— F
tal que
¢s(pg) =9 '¢s(p) Vpe P, Vgea.
Asi:
ps(p) = i7'(5(2))
donde pe€n~'(z) y 1,: F —> r5'(z) eslainyeccibnde F en E (y
sobre m7'(z)), definida por: i,(v)=[p,v] con wve€F
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luego:
. 1 yDef. , _
ip(v) = [p,v] = [pg, 9 lv] = ipg(9 1”)
de donde se tiene:
ps(pg) = ipy (S(2)) = igg - ip(s(p)) = g™ ps(p)
que era lo deseado.
Finalmente notemos que las aplicaciones:
e — S,
S —r s
¢s una inversa de la otra, puesto que:
Ses(@) = [wps( )] = [p,1;'(5(2))] = S(). (1.5)

J
s.(p) = i, (Se(2)) = i;  ([p, o(p))) = ¢(p).

2 (U)  [pe)=pw
P(M,G) N [ (P)l=[p ]
: " s\)z MGE.F)
T T e R
¢ | 1 ]7 T
‘ \l -1 :III:II:
ﬂ¢ (U) /T i TS
M ————) G

Figura 1.15:
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Observaciones 1.4.4

a) St ¢:U C M — P csunaseccién local de P(M,G) (correspondiente

auna T.L Uy), podemos definir la representacién local
Sy:U — F
de una seccion S: M — E por:
Su(z) = ps(o(z))
ahora, por (1.5) tenemos que:

S(z) = [o(z), ps(o(z))] Vz e U.

Si usamos las trivializaciones locales:

U:UxG — 7 YU)

U(z,9) = o(z)g

V:UxG — n5'(U)

U(z,0) = [o(a),v]

Vemos que S(z) y Sy(z) estdn relacionados por:

U(z,Su(z)) = S(z) VzeU. (Véase[15])

b) Sioy: Uy — P y o0,:U; — P son dos secciones localesde P con
UynU; # 0.
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Entonces existe alguna “funcién de calibre” (Véase capitulo 3) local

y: Uy NU; — G tal que:
oy(z) = or(z)y(z) Ve € Uy N U
Entonces:
Sva(2) = @s(02(2)) = ps(o1(2)7(2)) = v(z)ps(o1(z))

y de modo que las representaciones locales Sy, y Sy, estén relacionados

por una “transformacion de calibre”:
Sv () = y(z)Sy,, VeeUNU,.

Notemos que las trivializaciones asociados; satisfacen:

Ui(z,9) = oi(z)g y

Ua(z,9) = o2fx)g.
Por lo tanto:

Uyl o Uy(z,9) = ¥3'(ou(z)g)
Uy (o2(2)y(2) )

= (z,7(2)"'9)

y asi vemos que ~(z) es justamente la funcién de transicién ¢y9(z) (de-
finicién 1.3.3, ([21])).

Asi se establece una correspondencia 1-1 entre el conjunto de secciones
[(E) y elespacio C(P,F) de las aplicaciones ¢ : P — F  tal que
¢(pg) = g7 ¢(p)
['(E) +— C(P,F)
S:M—F +— p:P—F.
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Si la variedad [7 es un espacio vectorial sobre la cual G actda como un
grupo de automorfismos de espacios vectoriales (G x I — F), el fibrado
asociado FE es llamado un fibrado vectorial FE(M,G, F,P) asociado a
un fibrado principal P(M,G).

I(E) y C(P,F) tienen entonces una estructura de espacio vectorial y la

correspondencia
S+

es un isomorfismo de espacios vectorialesentre ['(E) y C(P,F), ([7],[27]).
En el caso donde la accién de G define una representacion

G — GlI(V)
los elementos de  C(P,V) son llamados campos de particulas, ([3]).

Teorema 1.4.5 [21] Un fibrado vectorial E es trivial si y sélo si estd aso-

ciado a un fibrado principal P(M,G) que admite una seccion global.

Demostraciéon. Sabemos que en cualquier fibrado vectorial, admite una
scccion global (por ejemplo la seccién nula), entonces no podemos aplicar
directamente el teorema 1.3.7 de los fibrados principales. Consideremos en-

tonces un fibrado principal P delcual E es asociado, esto es

P xF
G

E=

Por definicién E y P utilizan las mismas funciones de transicién y puesto
que el producto (Twisting) de un fibrado se describe por dichas funciones, se

tiene una seccién global (como corolario del teorema 1.3.7.) |



Capitulo

2

Conexion y Curvatura

2.1 Introduccion

Las nociones de conexién y curvatura son fundamentales para la geometria
diferencial moderna, anilogamente para la fisica moderna. Para los fisicos
son nociones esenciales en el desarrollo de la Teoria Electromagnetica y en
la Teoria de Yang-Mills, entre otros.

Deseamos caracterizar de alguna manera la curvatura de una variedad M.
Si M esta “curvada” significa que los espacios tangentes T, M, T, M en
dos entornos de =z y ' respectivamente cambian cuando nos movemos
de z a z'. Una conexidn es esencialmente una estructura que nos dota
de una habilidad para comparar dos de esos espacios tangentes en un par de
puntos separados infinitesimalmente.

La conexién esta dada, definiendo el llamado “transporte paralelo” o trasla-
cion paralelaen M. Consideremos T,M y T,M yunacurva v que
conecta x con z'.

Sca X € T,M ytalque X, estangentealacurva 4 en z, entonces
X, se dice transportado paralelamente a lo largo de v si X, es
empujado (pushed) de z a a’ de tal manera que permanezca paralelo

a si mismo.

37
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Si la curva es ~(t) entonces la derivada covariante de X, es la rata de
cambio de X, con respecto a t. Ksta derivada covariante difiere de la
derivada parcial ordinaria, la cantidad que mide esa diferencia es justamente
la conexién. Ademas esta derivada covariante, que es diferente a la derivada
parcial, sera en general no conmutativa, la curvatura es la cantidad que mide
la no-conmutatividad de la diferenciacién covariante ([22]).

Existe una variedad de enfoques diferentes para describir las conexiones en
el lenguaje matemadtico. Daremos a conocer tres de esas presentaciones equi-
valentes en el contexto de los espacios fibrados.

Nos concentraremos a trabajar en lo que se refiere a conexiones y curvatura
([3]) sobre los fibrados principales y los fibrados vectoriales asociados a los
fibrados principales que nos van a ayudar a visualizar la geometria de Yang-
Mills ([32]) y las Ecuaciones de movimiento para dicha teoria, las cuales
utilizan la nocién de curvatura de una conexién.

Presentaremos las nociones basicas de grupos de Lie y dlgebras de Lie en el
Apéndice B.

2.2 Conexiones sobre fibrados principales

Consideremos un fibrado principal P(M,G). Puesto que ambos, el grupo
de Lie G ylavariedad n-dimensional M son estructuras diferenciables
entonces el fibrado P es también una variedad diferenciable. Asi podemos
hablar del fibrado tangente TP (ejemplo 1.2.4) y del fibrado cotangente
T*P de P con estas herramientas podemos definir la conexién de tres

maneras diferentes, pero equivalentes.

Definicién 2.2.1 ([3],[27]) Una conexién asigna a cada p € P un sub;
espacio 1, CT,P tal que:

i) M H, = TryM es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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i) Rye(H,) = H,.

St V,={XeT,P/m(X)=0} entonces T,P=H,dV,.

Al subespacio  V, CT,P  sele llama subespacio vertical y ¢« H, se
le llama subespacio horizontal.

Se tiene entonces que H, depende diferenciablemente de p, en el sentido
que existen n  campos vectoriales (definidos sobre un entorno U de p)

que generan H, para cada qe€ U. (Ver figura 2.1)

=

])

"@\'E\"
=

Figura 2.1:

Definicién 2.2.2 ([3],[27]) Sea G el dlgebra de Lie del grupo G. Una
conexion es una I-forma w con valores en G, definida sobre P y

que cumple:

a) Si A€EG ysea A* el campo vectorial sobre P definido por:

. d
Ay = = (pezp(tA))

t=0 '
enlonces

w(AZ) = A.

p
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A*  es llamado campo fundamental.
b) Para g€, sca

€,: G—G (véase Apéndice B)

asumimos:

wpg(Rye X) = €éj-1w,(X) Vge G,pe P
y XeT,P.
Esto es, Rgww = £6,—1w.

Decimos que w  es una 1-forma de conexién.

Definicién 2.2.3 ([3],(27]) Una conexién asigna a cada trivilizacion local
(1)

Uy, : m Y U;) = Ui x G (escogencia de un calibre).
una I-forma wy, con valores en G sobre U;

Si Wy, esotra TL. y
(I),']' : U,’ﬂUj -+ G

son las funciones de transicion de Yy, a Yy,, asumimos que:
Wi, (Ya) = Lg) )+ (Pije (Ya)) + €, ()1 (wu; (V)

para todo Y, e T,M y zeUnNU;.
Si G es un grupo de matrices, lo anterior se puede escribir usando notacién
matricial y con una curva vy parala cual +'(0) =Y.

Tenemos en t = 0.

B d
Ly, e (Pirva)) = Loy gy (E(q’ﬁ(“’(t))))

J .
= E‘I’z’j(z)—l‘l’u(v(t))
= O,;(x)7'd®;(Ys)
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donde d®;; es la derivada de la funcion  ®;; con valores matriciales.

Para un grupo de maltrices. Fscribimos

d
.(sz(B) = a“t‘IA(eXptB)

t=0

d
= E(A—l exptBA)

t=0

= A7'BA

y ast

Eba,, (@)1 wu; (Yz) = Cijm1 (mywu, (Ya) Pij (2).

De donde se deduce que w,, se transformaen w, de la siguiente manera
-1
Wy, = q’,‘j—ldq),'j -+ (I)ij wui(I>,~j.

Observacién 2.2.4 ([16]) Cualquier fibrado principal P(M,G) admite
una conexién si M  es una variedad paracompacta (todo cubrimiento
abierto de M, tiene un refinamiento localmente finito) y asumiremos que

este es siempre el caso.

Teorema 2.2.5 Las definiciones 2.2.1 y 2.2.2 son equivalentes.

Demostracién. Véase ([27],[30]).

Teorema 2.2.6 ([3],[27]). Las definiciones 2.2.2 y 2.2.3 son equivalentes.

Demostracién. =) Sea w una l-forma de conexién en el sentido de la
definicién 2.2.2.
Sea W, : 7 YU;) - U; x G una T.L., con una seccién local asociada

ov,: U; — P dada por 1.1. Definamos:
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Probemos que la correspondencia
Uy, = wy,
es una conexién como en la definicién 2.2.3. Sea ¥, otra T.L con seccién

local Ouj-

Necesitamos verificar que la ecuacién de transformacién de 2.2.3, se satisface
para
Wy, = 0,W Y Wy = a:jw
Sea VU, (p) = (n(p), . (p)), tenemos que
Vi (0n,(2) - pu(p)) = (2,0u(0un(z)pu(p)
= (% ¢u (0w (2)pu, (p))
= (2, epu(p))
= (z,¢u(p))
= Uy (p)
para z =m(p) € U,.
Asi, p=o0y,(2)py(p) y similarmente, p= ou; (2)eu, (p)-
En consecuencia, tenemos:
0w, (2) = 04, (2)u,(P) oy, (P) ™ = 0w, (@) s ().
Sea Y € T,M, y supongamos que ~ : IR = M es una curva con
¥Y'(0)=Y. En t=0, setiene
7+ (¥) = Sou (1)

= Lo (5(1) (1)

= d—‘i[au,,(a:)qﬁ,-j('y(t))] + dit[a“‘ (v(1))¢is(z))

= ;?Z[qu(m)(bij(w)_lqs,'j(’)'(t))]v+R¢'_J(z).o-m_‘(y)

= [L;,'l (z)*¢ij'(y)];uj(,) + R¢i] (z)*au'i.(y)

J
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luego
wyi (V) = w(0ui (V) = Ly 5)®is+ (V) + &y, 2)-1wai(Y)
insertando la expresién para 0,;-(Y) y aplicando 2.2.2a) y b). Obtenemos

que la correspondencia

"
Wy, = wy, = 0w

es una conexion en el sentido 2.2.3.

Reciprocamente, supongamos que
Uy > Wy

es una conexién como en la definicién 2.2.3.
Sea oy, Ui — P laseccion local asociada con  W,,.
Para cada p=o(z), =ze€lU, YeT,M y A€gG, definimos:

w“: T,P G

asl, w*(0.Y + A*) =w, (V) + A

Extendemos w* atodo =~ !'(U;) vialaférmula
W (Xpg) = E8g-10" (Ry-1 Xpg)

para X, € T, P.
Es facil verificar que w®  es una 1-forma de conexién sobre la restriccién
del PFB.

e 7r_1(U,') — U,

Si Wy, esotra T.L, podemos definir w* sobre U; de manera similar.
Probando que w* = w" sobre 7 '(U;NU;), y considerando una
coleccion {w¥ }ie;, podemos definir la 1-forma de conexién w, en forma

global como en la definicién 2.2.2.
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Si w* =w" sobre o, (U;N U;), entonces w* =w" sobre = Y(U;N

U;) por 2.2.2b) luego, por cumplirse que:
WH(AY) = A= w" (AY)
sélo falta verificar que:
w2 (oy; YY) =w(oypY) para Y €T, M, z€U;NUj;.

Pero, w"(oy;+Y) =w, (Y) por definicién.

Mientras que:

W oy Y) = w ([Lg,jm.ébij-(Y)]Zuj(x) + By (@) 0, (1)
= L, (o) bii (V) + €, ()10, (Y)
= w, (Y)

por la regla de transformacién de la definicién 2.2.3.
Por lo tanto,
W (oY) = w(0y;0Y) = wy (V)
y asi considerando una coleccién de la {wy, }ier podemos definir la conexién

w como en la definicién 2.2.2. Por otra parte, vemos que

wy, = o, w paracada 1€ ]

+

pues (0} w)e(Y) = wp(0uusY) =wy(Y), paraczel;, p=o(z), Y€
T. M.

Observacién 2.2.7 El teorema anterior es llamado teorema de construccién
(y reconstruccién respectivamente) y si las formas locales wy, = wq, lla-

mamos a la expresién:
wp = 86,104 + $apddas (2.1)

sobre U, NUg, “condicién de compatibilidad”.
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Asi si consideramos coordenadas locales en el fibrado P(M,G) dados

por P={(z,9), z€M, g€ G, Entonces

w=g"'dg+g ' Ag

donde A = Al(z) (%‘1) dz* con o, =matrices de Pauli (ver ejemplo
i
1.3.8¢)). Donde la bhase {Ea = %} de G satisface
)

_ % Tb| _ e
[Ea’Eb]_[Qi"Zi] s Fe

con ¢y = constantes de estructura de G (G = SU(2)).
A

H,®V,), g~'dg eslaformacandnica (wo) y A= A%(z) %) dz* es

llamada la forma de conexién, a A%(z) también se le llama potencial

(z) es llamada la conexién asociada al subespacio horizontal Hy(T,P =

de calibre.

Como se vio en el teorema 2.2.6, bajo un cambio de coordenadas en el fibrado
P, la 1-forma w induce una cierta ley de transformacién para la forma
de conexién A.
Consideremos el fibrado coordenado (ver observacién 1.3.6) que localmente
cambia de (z,9) €U; a (a',¢') € U; y tomemos solamente cambios en
la fibra, esto es:

z=1" y ¢ dadapor ¢ =hg.
La invarianza de w significa que:
g dg +97 Ag = (¢')"'dg' + (¢) 7' A'g (2:2)
sobre U;NU; pero g = hg, de modo que
dg' = dhg + gdh.
Entonces el lado derecho de (2..2) nos queda:

7' h7 (dhg + gdh) + g~ h™* Ahg
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y si comparamos con el lado izquierdo de (2.2) deducimos que:
A=h"Ydh +h7TA'h

pero  dhh™! 4+ hdh™! =0, por lo que:
A'=hdh™' 4 AR

que no es mas que la ecuacién (2.1) y ésta es la ley de transformacién para
la 1-forma de conexién A. Estas son las llamadas transformaciones de
calibre en e]ectromag.netismo (h = ei‘f") y en la teoria de Yang-Mills.

Mas adelante veremos en el contexto matematico que lo que en fisica es una
transformacién de calibre, no es mas que un cambio de coordenada de un

fibrado principal.

Definicién 2.2.8 ([7]) Consideremos P(M,G) un fibrado principal,
dotado de una conerion w. Sea X € ¥(M), el levantamiento
X del campo vectorial X sobre M es el tnico campo vectorial sobre

P, el cual se proyecta sobre X, es decir:
W*(Xp) = Xﬂ‘(p) Vp € P.
Veamos ahora la relacién entre transporte paralelo y conexién.

Definicién 2.2.9 ([29]) Definimos el transporte paralelo, por levantamiento
de cualquier curva y(t) sobre M a la unica curva #(t) en el fibrado
P.  Un vector X € T,P es transportado paralelamente a lo largo de

t) si siempre permanece en H, cuando es transportado a lo largo de

gl
¥(t) (ver figura 2.2).
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3|
S
=

=3
[
2y =
= =
N’ (Q
=3t

QQ —— -———————

Figura 2.2:

Veamos esto en coordenadas ([16]):
Sea  (t) = (z.(t)) entonces F(1) = (z.(t),g(t)) las tangentes a
F(t) estan dadas por:

d 0 0

4_;9 .9 - H
dt = TP +g3g €LF vtV

y para que ellas permanezcan en H, C T,P, tendremos que:

d . o ...0 [0 20a 0
a=$u(t)6mu+g(t)‘6;—ﬂ ( A )

Oz “Z‘qﬁ—g

para algin (%

Por lo que z,(t)=p0* y
Oa o
(1) = —B%A* g = —7 a”’ad .

y la ecuacién (2.3) nos lleva a una ecuacién diferencial de ler. orden:

a(t) + B AL 9(t) = 0

&

llamada Ecuacién del transporte paralelo y la derivada covariante

D., eslarata de cambio con respecto a ¢, cuando nos movemos a lo
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largo del levantamiento horizontal 4(t), asi:

0 o, O

a—_—_

oz “Qiga—g'

D, =

] . " D, = Horizontal

v,| X7
p / ,

i S

\uH ’ oz

Figura 2.3:

Porlo que {D,} esunabasepara H, ycualquier X en T,P =V,+H,

(véase definicién 2.2.1), esta dado por:

X = ag— + f“D,. (véase figura 2.3.)
g

Si Al(z)=0= D, = iu (derivada parcial ordinaria a 0,).

2.3 Curvatura sobre Fibrados Principales

La curvatura de una conexién, corresponde a la nocién fisica de campos de
fuerzas de un potencial de calibre.
Un campo de fuerzas locales obedece a reglas simples de transformacién, a

diferencia de los potenciales.
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Ambos, el potencial de calibre y los campos de fuerzas son ejemplos de formas
con valores en el dlgebra de Lie §G. Consideraremos el algebra de todas
esas formas, estd es un algebra de Lie de dimensién infinita. La razén de
introducir ésta algebra, es que, los calculos que involucran potenciales de
calibre y campos de fuerzas, se resuelven con gran facilidad, y el uso de las
constantes de estructuras y los indices, pueden obviarse.

Ademéds, la prueba de las Ecuaciones Homogéneas (Identidad de Bianchi)

resulta muy sencilla.

2.3.1 Algebra de Lie de los k-formas con valores en G

Seca N una variedad y G wun algebra de Lie.

Denotemos el conjunto de todos los  k-formas sobre N, con valores en

G por A¥(N,G).

Definicién 2.3.1.1 Sea ¢ € AY(N,G) y ¥ e A(N,G).
Definimos [p, U] € Ai+j(N,g) por

[‘P’ \I/](Xla' H-J ] E a(l)r- -,Xd(.‘))7ql(xd(.'+1))-°"Xa(,'.,_,')]

Z']
donde

o es el rango de las permutaciones de  {1,2....,i+j5}; (=1)7 = £1 de-
pendiendo si o es par o impar.

[, ] dela derecha, es el corchete de G, y {Xy,...,Xiy;} son campos

vectoriales sobre N.

Notacion en componentes 2.3.1.2
Sea A€G y ©® una k-formasobre N con valoresen IR.
Definimos -

PR A€ A*N,Q)
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asi:
(TR A)Xy,...,Xk) =0®(X1,...,Xk)A para Xp,...,X; en T,N estd

es una forma simple de verificar que:
[Fe®AY®B]=(FAT)Q[A, B

para otra r—forma WU sobre N convaloresen IR y Be€G.

Sea FEy,...F, una base para G, con constantes de estructuras

o definidas por  [E4, Eg) = Y ClyE,. Para ¢ € N(N,G) y
vy

¥ € A’(N,G) existen tnicas formas oy v (a,f=1,...,n) con

valores en IR tal que:

p=2 ¢"QLy, y V=3 UQE;.
Entonces tenemos:

[0, 0] = > (¢% A U°)® [Eq, Eg]
o

= 3 Cl,¢" ANV B E,

a,Byy

Teorema 2.3.1.3 Para ¢ € A(N,G), Ve AN (N,G) y p€en*N,Q),

lenemos:
1) [¥,e] = —(=1)7[p, ],
2)  (=1)*lp, ¥}, p) + (=1)[[p, @], ¥] + (=1)¥([T, p], ] = 0.

Demostracién. La parte 1), se sigue de

% A UP = (_1)1'1'\1,3 ANp®y [Em Eﬂ] = _[EﬂaEa]’
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junto con la notacidn, vista anteriormente, esto es,

[U,0] = Y (V9 Ap®)® [Eg, Ed

o
= S°(=1)9(¢* A ¥P) ® ~[Ea, Ep)
a,p
= —(=1)¥ S2(¢* A UP) ® [E,, Ej)
a,f
= —(=1)"[p, V]

Para la parte 2), tenemos:

(=1)*(lg, ¥, p] + (=1)49[[p, ], W] + (—1)*([, o], o]

= Z {(_])ik(@aA\pﬁAp’y)®[[Eaa Eﬁ]v E1]+(~1)kjva‘PaAﬂop®[[Eﬁ) Ea]a Eﬂ]

a,Byy

+(_1)ﬁ\pﬁ AP A ¢ ® [[Ep, E,], Ed]

= Z (_1)ik(:9a AP A p” @ {[[Ea, Ep), Ey] + [[EyEo), Ep) + [[Eﬁ, E,], E.]}

a8y
=0
por la identidad de Jacobi para G.
Este teorema nos prueba que el dlgebra de formas diferenciables sobre

con valores en G es un algebra de Lie.
Teorema 2.3.1.4 Para ¢ € A'(N,G) y V€& A(N,G) tenemos:

d[(p, \II] = [dtp, \Ij] + (“l)i[(pa d\Il]

Demostracién. Usando notacién 2.3.1.2, el teorema se sigue de:

d(p? AUP) = dp* AP + (—1)'p® A TP

N
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para =Y ®E, y V=Y UP®E; entonces:

dle, ] = 3 Coadle™ AI)Q® E,
a,0yy
= 3 C {de™ ANV + (~1)'p* AdVP} @ E,
a,Byy
= Y Clalde® AVP)Q By + (1)) 3 C4(p* A d¥P) © E,
a,Byy By

= [dp, U] + (—1)[p, dT]. »

2.3.2 Curvatura
Dada una I-forma de conexién w  sobre un fibrado principal (PFB)
m: P —- M congrupo @G.

En cualquier p € Py para cualquier X, € T,P, tenemos una descom-
posicién unica
_ YV H
Xp =X, + X,
donde
X;/ es la parte vertical (m(XV) = 0) y Xf es la parte
horizontal  (w(XH) = 0).

Definicién 2.8.2.1 Si ¢ € A*(P,G) entonces definimos o™ € A¥(P,G)

/
asuv.

el (X1, ., Xe) = (X, XF).

g

para cualquier p € P.

Definicién 2.3.2.2 ([3],[27]) Definimos la derivada exterior covariante

de e N(P,G) por:

D¥p = (dp)? € A*Y(P,G)
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donde dyp es la derivada exterior usual de . FEsto es:

(D@)p(X1,. .., Xi) = (do) (X1, .., Xe) = (do)p(XT, ..., X )
para X, € T,P, p€ P.
Aunque, el operador D“ depende de w, usualmente omitimosel w.

Definicién 2.3.2.3 ([11]) La curvatura de una conexién w € A1(P,G) se
define como:

QY = D0 € A*(P,G)
cuando la conezion w  estd considerada como un potencial, Q“ es

llamada el campo de fuerzas de w.

El teorema que sigue, nos va a permitir escribir una expresién para los campos

de fuerzas, que para los fisicos, resulta mucho mas familiar.

Teorema 2.3.2.4 (Ecuacién de Estructura)

La 2-forma de curvatura Q¥, estd dada por:
1
0N =dw+ i[w,w]

es decir,

Dw = dw + %[w,w].

Para probar este teorema, procederemos probando varios lemas preliminares.

Lema 2.3.2.5 Dado un campo vectorial X sobre M, existe un dnico
campo vectorial X sobre P tal que w(X) =10 y m(X,) = X
Vp € P.

Necesariamente,

Rg*i’ =X vpara cada g'e G

El campo X es llamado el levantamiento horizontal de X.
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Demostracién. De la definicion 1.2.1 se tiene que

et Hy— Ty M

T(p)

es un isomorfismo.

Se puede ver que X es diferenciable, pues X lo es, ya que W*(Xp) =
Xn(p)-

Veamos que:
W*(Ry*j(p) =(mo Rg)*(Xp) = W*(XP) = Xﬂ(py

Asi Ry X, = X,

Se puede visualizar, usando diagramas.

™
Hp CT,P—2 s HpeCTP— Ty M
X, Xpg Xn(p)
P Rg - P n y M
p Pg P8

para cada p € P )~(p €EH, y Rg*f(p = ng.

Lema 2.3.2.6 Si A,Be§ entonces [A,B|*=[A*,B*] como campos

vectoriales sobre P (ver definicidn 2.2.2.a)).

Demostracién. Sea ¢,: P — P dada por

@:(p) = p exp(tA).

Entonces ¢; es el grupo mono-paramétrico de difeomorfismos generado

por A*.
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Calculando las derivadas en cero, se tiene:

(A", B7],

Lema 2.3.2.7 57

X es el levantamiento horizontal de

d -1
dttpt‘

(B2, (p))

d d o
7 7 P (Pewp(sB)exp(tA)

d d
" Ep exp(s€ezpiaB)

d

—p ez
dsp p

ds

(A, B]:.

A€eG y X eXM)

X.

d -1
R exp(tA) exp(sB) exp(tA)

d
<S ;E [E(SezptA B])

exp(s[A, B))

entonces [A*,X] =0 donde

como en la prueba del lema anterior:

Demostracién. Definimos ¢
pr: P> P
asi  y(p) = pexp(tA)
luego
P (X) =X

por lo tanto

d

47, X] = 27 (X)

Demostracién del Teorema 2.3.2.4.

Observemos que:

1

5 [w,w](Y, Z)

1
Sw(Y),0(Z

[w(Y),w(2)]

por lema 2.3.2.5

= 0.

t=0

)~ [(2),0(V)]}



Conexién y Curvatura 56

De modo tal que es suficiente probar:
do(YH, 2"y = dw(Y, Z) + [w(Y),w(Z)] VY,Z € T,P. (2.4)

Por linealidad, consideraremos sélo los siguientes casos:

Caso 1: Si Y y Z son horizontales.

La ecuacién (2.4) se sigue de:

wY)=w(Z)=0 y Yo=Yy y ZH=2Z
por lo tanto ,
dw(YH, 2" = dw(Y, Z).
Caso 2: Si Y y Z son verticales.

Supongamos que Y =AY y Z =By para A,Beg.

Entonces

do(Y,X) = A"[w(B")] - B'[w(A")] — w([A", B7])
= —w([A",B") pues w(B")=DB escte. y w(A*)=A cte.
= —w([A, B]*) usando lema 2.3.2.6
= —[A, B]
= —[w(A),w(B")]
= —w(Y),w(2)]
luego
dw(Y, Z) = —[w(Y),w(Z))
Por tanto,
dw(Y, Z) + [w(Y),w(Z)] = 0.

Por ser Y,Z verticales YH = ZH =0, setiene dw(YH,ZH)=0.



Conexién y Curvatura 57

Se satisface entonces (2.4)
dw(YH, ZH) = dw(Y, Z) + [w(Y),w(Z)] = 0.

Caso 3: Si Y esvertical y Z es horizontal.

Supongamos que Z, = X » donde X es el levantamiento horizontal de
algun campo vectorial X sobre M.

Sea Y = Ay paraalgin A€g, luego
dw(Y, Z) = A"[w(X)] = X[w(A7)] - w(]47, X])

pero w(X)=0 y w(A*)=A constante por lo que se satisface el lema

2.3.2.7. (esto es [A*, X] =0) de donde
dw(Y,Z) = 0.
Por otra parte
dw(YP,Z")=0  (pues Y es vertical, Y =0)
asi dw(Y,Z)=dw(Y" ZH) =0, yamboslados de (2.4) son ceros. W

Teorema 2.3.2.8 (Identidad de Bianchi o Ecuaciones para Campos

Homogéneos)

Si w esuna I-forma de coneridn sobre P, con curvatura Q. Entonces
D¥Q¥ = 0.

Demostracién. Puesto que w(Y) =0 para Y € H, (vector Horizontal)

se tiene

D“Q¥ =0 (2.5)
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donde Q¥ = D¥w = (dw)H.

Para visualizar (2.5), probemos que:

dQ” = [Q¥, w]
Tenemos:
a0 = d (dw + l[w,w]>
2
= dPw+ %[dw,w] - %[w, dw]
pero d’w=0 y [dw,w]=—[w,dw] por teorema 2.3.1.3(1) por tanto
dQY = [dw, w]

usando teorema 2.3.1.3(2), tenemos:
[[w,w],w] =0

y asi

a0e = [dw,w]—i—%[w,w],w]

= [+ 5o0)0]
= [0%,w]
estoes d0¥ = [Q¥ w].
Pero D¥Qv = (dQW)H y
(d) (X1, X0, X5) = d(XT, XF, X¥)
= [0 W)X X XT

donde X; € T,P; i = 1,23 y Xi = XY + XH . por lo que
w(XH)=0. Con esto se prueba (2.5).



Conexién y Curvatura 59

Teorema 2.3.2.9 Para cada g € G

Ry = £6,-10%.

Demostracién. De la definicién de [, | sobre formas con valores en G, se

sigue que el [, ] se preserva bajo el pull-back (esto es: F*[p,¥] =

[, FU]).
Asi:
|
R0 = Ry (do+ 5lw,u])
* v I' * 3
= d (ng + 5l R0 + ng]>
= d.q:Jg—lw + %[E(Sg—:w,.@(?g—nw]
1

= €5, (a’w + 5[w,w]>

= £5,-10v.
Por tanto

R = 85,0,

Expresion Local 2.3.2.10
Recordando la demostracién del teorema 2.2.6 donde los potenciales de cali-

bre w, de la definicién 2.2.3 estén relacionados con la 1-forma de conexién

w de 2.2.2 por
wy, = oy w € AU, G).

El campo de fuerzas asociado a w,, es
_ *x Ow
Q, =0, 0~
Deseamos poder hacer los célculos de 1,, directamente, en términos de

Wy, -
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Observacién 2.3.2.11 En términos de w,,
l
o, = dwy; + S[L"’unwua]'

Puesto que:
Qo = 0, (02°)
1
= o (dw + 5["""""])

= d(o; w)+ l[(7:;(4),cr;';',t.u]

2
= dw, + %[wu,wu].

Veamos la siguiente caracterizacion de [, ], usando grupos de matrices,

los mas usados en la fisica.

Proposicién 2.3.2.12 Si N es una variedad y G es un grupo de Lie
de matrices (con dlgebra de Lie de matrices).

Entonces, para ¢ € A{(N,G) y " € N(N,G) tenemos
[0, U= AT — (1) A

Aqui ¢ y ¥ son consideradas como matrices de formas con valores
en IR y @AY esla multiplicacion de matrices donde las entradas son

multiplicados via A.

Demostracién. Sabiendo que [A,B]= AB— BA para A,B€g, te-

nemos

[o, U)( X1, Xiy) = {Z(*l) P(Xo1)rr - -1 Xa(0) V(Ko r)se - - 1Ko (i)

5 |5

= (=17 Ko(it1)s - - o Xoti4i))P( Xoqa)s - - - s Xa(.')}
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%ﬂ};(—lr(—l)‘f

U(Xo(1), - -1 Xa(i)) - P(Xo(igr)s - - » Xo(i4d))
= (e AV — (=1)7W A @)(Xy,. .., Xit;)

= (@ AU)( Xy, ..., Xiyj) —

Corolario 2.3.2.13 Si G es un grupo de matrices, entonces

Q = dve+wAw y
Qu, = dwy; + wy; Awy,.

Demostracién. Puesto que w € A'(P,G), tenemos:

1 1
-2—[w,w] = E(w/\w— (—1)1w Aw)=wAw

por teorema anterior.
Anélogamente pra w,, € A'(u;, G)
1

_[wunwu«] = Wy N wy;

2

Por lo que:

1
QY = dw+§[w,w]=dw+w/\w y
1
Do, = dwz|wy,wy] = dwy, +wy, A Wy, -

2

Las reglas de transformaciones para los campos de fuerzas locales, bajo un
cambio de calibre, son relativamente simples comparadas con las correspon-

dientes reglas para los potenciales (definicién 2.2.3 de conexién).

Teorema 2.3.2.14 Sean V., y W,; dos trivializaciones locales (TL,) y

funciones de transicion

d),’j: Uint — .
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Entonces sobre  U; N U;

Qu] == ﬁ:é(b;lﬂu;-
En el caso, del grupo de matrices, esto es:

\QuJ = ¢i—leu. ¢U

Demostracién. Si o, y o0, son las secciones locales asociadas con

V., y W, entonces, dela prueba 2.2.6, se tiene para Y € T, M.
G+ (V) = 153 () # s 5 (Vo + Py * Fune(Y):

Por la definicion de  Q¥,  se tiene:
O(Z,W)=0 si Z 6 W son verticales.
Asi,
Q,,(X,Y) = Q“’(o‘u; (X),au;(Y))
= Qw(Rrﬁ.‘,‘(z)‘Uu? (X)’ Rrb.',(x)‘au;'(y))
= €y, (z) 10 (X,Y).
[ ]

Observacién 2.3.2.15 ([21]) Si denotamos por F = Qy, la forma local

de la curvatura  (Q, definida por
F=0"Q2 (2.6)

donde o es una scccién local definida sobre la carta U; de M
(A =o*w).

Del corolario 2.3.2.13, se deduce que

F=dA+ANA
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donde d esla derivada sobre M yla accién de F sobre los vectores

det M esta dada por
F(X,Y) = dAX,Y) + [A(z), A(y)]-
Sea A=Audz* (A, €G) un potencial de calibre. Si escribimos
F= —;—fuudx“d:c“

tenemos:

Fuw = 01L-/41/ - avAu + [Au, .Ay]

Llamaremos a  la curvatura del campo de fuerzas (Yang-Mills) F.

Si A, vy Fu € G, se pueden expresar en término de la base
Tq
{Ea = —} de G como:
21
Au - AZEa; fu-u = FuauEa

y se obtiene la expresion bien conocida,
e AC __ a a B
Fi, = 0uA, — 0,A5 + Cg ALAT

donde (5 son las constantes de estructura y usando teorema 2.3.2.14 se
tiene que para dos cartas U; y U;, sean F; y F; los campos de
fuerzas de esas cartas. Entonces sobre U;NU; ellas satisfacen la condicién
de compatibilidad:

Fi=86yFi= b Fidi
donde  ¢;; son las funciones de transicion. La forma local de la identidad

de Bianchi (DQ =0), se reduce a:

DF =dF + ANF-—FANA=dF +[AF]=0.
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Teorema 2.3.2.16 Considerando una T.L. W, : #~YU;) - U; xG, ten-
emos una forma local para la ecuacion de campos homogéneos (Identidad de
Bianchi). ‘

dQy; = [Qu;, w,]

Para el grupo de matrices, se tiene;

dQy; = Quy A wy, — wy; A Qy,.

Demostracién. [is facil deducirlo, del teorema 2.3.2.8. (Identidad de Bian-
chi).

QY = [Q¥, w]
wy, = opw ydelhechoqueel [, ] espreservado por el pull-back.

Usando proposicion 2.3.2.12, tenemos:

[Qul’w“n] = Qu’l /\ wU! - (_1)2.1"‘)1“ /\ Qui
[y, ,wy,] = Dy ANwy, —wy, A Qy,

v

2.4 Conexiéon y Curvatura sobre Fibra-

dos Asociados

En fisica, una particula se describe en término de un campo de particulas
(o funcién de ondas) W : M — V donde V es un espacio vectorial
(tipicamente sobre los complejos).

Se escoge una base fija de  V, con la correspondiente base para ciertos
estados de la particula.

En la determinacién de  W(z) esta explicita la escogencia de un sistema de

referencia en z.
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Denotemos por P, el espacio de todos los posibles sistemas de referencia
en .

Cualquiera dos sistemas de referencia estan univocamente relacionados por
el elemento de algin grupo G de transformaciones (pueden ser rotaciones).
Si peP, y g€l entonces pg significa un sistema transformado.
Ahora bien, ¢ también produce una transformacion de V= (v —

g-v YveV).
St W(p) eselvalorde W relativoa p € P,. Entonces Y(pg) =

9~ "U(p) es el valor relalivo a pg.

Una reunién suave [° de varios P,, z € M forman un fibrado principal
con grupo Gy P, como fibra al =, recordemos que P es el fibrado
de los sistemas de referecia.  (Ver ¢jemplo 1.13.(c)).

Una funcién de ondas W, puede ser considerada como una funcién sobre

P:V:P—V tal que
U(pg) = g~ ¥(p).
Por lo tanto dado una seccién local (calibre)
oy, : Uy — P.
Podemos bajar ¥ hasta U C M, para obtener la funcién de onda local
Uy, : Ui — V. (Yy = Yeoy,)

dada por:
Yy(y) = Y(ou(y)) VyeU.

Si oy, : Uy — V' es otro calibre, entonces podemos escribir
ou; (y) = ou,(y)¢ii(y)

donde ¢;;: U;NU; — G (funciones de transicién).
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Fn consecuencia:

Yy, (y) = Y(ou,(y))
= VY(ou,(y)¢ii(y))
= ¢ V(ou,(y))
= ¢ (1)%u(y)

el cual nos muestra como cambian localmente las funciones de onda bajo un
cambio de calibre.

istas aplicaciones ¥ : M — V| seidentifican con secciones ¢ : M —» E
del fibrado asociado & (lema 1.4.3).

A continuacién extenderemos las nociones dadas para fibrados principales
de conexiones, transporte paralelo, derivada covariante y curvatura a los
fibrados asociados.

Sea  P(M,G) un fibrado principal, dotado de una conexién w y sea
E un fibrado asociado a P con fibra F, esto es:

PxF
o

£ =

Sea T'(E) el conjunto de seccionesde & (¢ : M — E). Consideremos

fibrados asociados cuya fibra ¥V es un espacio vectorial.

Definicién 2.4.1 ([15]) Sea w  una coneridn en el fibrado principal

E = PxV un fibrado

P(M, G), V' es un espacio vectorial y sea

asociado a P via la accion a izquierda de G sobre V.

El subespacio vertical de Ty(g), y€ &  estd definido (ver definicidn
2.2.1) como:

Vy(g) ={re Ty(g)/ﬂ'S‘T =0} C Ty(S).
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Sea k,:P—E, wveV definido por:
K.(p) = [p, ]

donde [p,v] son las clases de equivalencia.

Entonces el subespacio horizontal de T,(£) se define como:
Hypo(E) = Koe(Hy) C Ty i€
donde I, es el subespacio horizontal en P. (H, C T,P).

Observaciones 2.4.2 ([15])

a) Puesto que ky-1,0L, =k, la definicién de Hpp)(E) es independiente
de la escogencia de elementos (p,v) en la clase de equivalenciade y € £.
b) Sea a:[lo,ly] — M, [p,v] € 75! (z0) con zo= a(to).

Sea & el inico levantamiento horizontal (definicién 2.2.8) de aen P, tal

que @(to) = p. Entonces la curva:
de(t) = Ky (a(t)) = [é(t), v]
cs el levantamiento horizontal de « en & que pasa por [p, v] para
t = 1.
Esto nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 2.4.3 ([15]) La aplicacidn de transporte paralelo, se define

como.

Te g @o) —> w2 (21) con zy = a(ty)

que se obliene tomando cada g € w7'(zo) y'llevado hasta ée(ty) €

mz'(z1), donde la aplicacidn:

es el levantamiento horizontal de o en & que pasa por y € nz' (o).
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Observacién 2.4.4 ([15]) Si o :U — P es una seccién del fibrado
principal  P(M,().  Una escogencia natural para un levantamiento de
a en P es

B(t) = a(a(t))

entonces  &(t) = B(t)g(t) donde g : [to,t;] — G satisface la ecuacién

diferencial:
-1 dzu -1 dg
0 =g(t)" Aula(t))g(t)—-(a(t)) + g(t)" —(¢)
dt dt
donde z* son las coordenadas loclees en la carta U ella se deduce

del hecho que si w es una conexién en P entonces  w([&(t)]) = 0.

Recordando que las secciones locales generan trivializaciones locales (teorema

1.3.5), se tiene una trivializacion:

h:UxG — a7 Y(U) tal que
h(z,9) = o(z)g

con inversa

U:r ' (U) — UxG tal que
Y(p) = (m(p),eu(p))

donde @y 77 Y(U) — G es la tnica aplicacién que satisface:
P=o(n(p)peu(P)  Vper (V).
Entonces la imagen de & en U x G es:

Voda(t) = (aft),pu(B(t)g(t))
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Analogamente, usando la trivializacién local W' : 7' (U) — U x V la

imagen de  @g(t) esla curva:

t~ (aft),g(t)v) e U x V.

Definicién 2.4.5 ([15]) Sea P(M,G) un fibrado principal y sea V un
espacio vectorial que lleva una representacion lineal de G. Sea «:

[0,6] — M wuna curva en M talque o0)=z0€ M y
p: M 5 E

una seccion del fibrado vectorial asociado. I'ntonces la derivada covariante

de ¢ en la direccion de o en =z es:

€ 7'(5(.’!:0)
donde 71" es la aplicacidn del transporte paralelo del espacio vectorial
mz'(a(t)) a el espacio vectorial wz'(xo).

Definicién 2.4.6 ([20]) Si v € T,M, la derivada covariante de ¢ :
M —E&E en v sedefine como:

Vp = Ve
donde o« esla curva en M tal que v € [a] (clase de equivalencia).

Asi, cualquier seccién ¢ € T'(E) podemos asociarla con una 1-forma sobre

M  con valoresen I'(E):

¢+ Vo € A'(M,T(E))
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como sigue:
Sca X € ¥(M), X tiene un tnico levantamiento X sobre P. Por

lema 1.4.3, podemos asociar una funcién f: P — V (tal que f(pg) =

g7 f(p))-

Sea f' = Xf, es también una funcién de P — V  que verifica:
["(pg) = ¢7*f'(p). De nuevo podemos aplicar el lema 1.4.3 y asociar a
'+ P —V unaseccién de &, denotada por V.

Si usamos deflinicién anterior, tenemos:

Vyp(z) =V, e

Asi, se ha construido a partir de la seccion ¢ una l-forma Ve sobre

M con valoresen  T(E):
v,:E) — TI(E&)
p — Vyp
V  es llamada la derivada covariante y asocia cualquier elemento ¢ €

V(E) con una l-forma Ve € N (M,T(E)).

Observaciones 2.4.7

a) Si E:E:PZ;Q

Vop(z) = Vup = dup(z) + [Au(z), (2)].

y X =0, entonces localmente

b) V, es un operador lineal sobre T'(E) 'y posee una propiedad de

derivacion:

Vilfp) = fVxp+ X(f) VfeC=(M).
¢c) V, eslinealen X (con respectoa ¥(M)):
1) V¥ =V,p+V, e
1) Vxe=fVye
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2.5 Derivada Exterior Covariante en un Fi-
brado Asociado
Definicién 2.5.1 Definimos la derivada exterior covariante como sigue:
D: A" (M, T(E)) — ATTHM,T(E)).

Si p: M —T(E)p e AN(MT(E)) entonces Dy = V.

St «a esuna r-forma
Da(Xyy .o, Xept) = 3 (=)' Vx ol Xu,y oo Xjoa, X, oy Xogr)+

+Z(_1)i+ja([xiﬁxj])7X1>' . ‘,Xi——l,XH-l) R ’Xj—laX.H-l) s ,Xr+1)

donde la derivada covariante, esta definida usando la conexidn sobre & y

la conexion Riemanniana sobre M.

Observaciones 2.5.2 ([7])

a) St M es compacta y dotada de la métrica Riemanniana, el conjunto de
formas sobre M  con valores en T'(E) posee un producto escalar (,)
El operador D, tiene un adjunto D* tal quesi « es r-formay

f es r+1 {forma:

(Da, B) = (e, D x 3)

se tiene entonces

D*a(Xl,...,Xr_l) = —-Zveia(e,’,Xl,...,X,_l)

i=1

donde {e;} es una base ortogonal de TM.
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2.6 Curvatura en un Fibrado Asociado

Definicién 2.6.1 La 2-forma de curvatura en un fibrado asociado se definird

como una seccion con valores en T'(E) sobre el espacio tiempo M, ([7]).

Sea E un fibrado asociado al fibrado principal P(M,G), con fibra G

y sobre la cual (G actia con la accién adjunta:

GxG — G
(9, X) — g7 Xg.
Asi, localmente FE| =7;p'(U)= M x g.

loc
Sea. I'(I7) el conjunto de secciones de  E.  Asociamos a cada conexién

w sobre P una 2-florma fR(w) sobre M con valoresen I'(F)
w — R(w).

Sea  X,Y € ¥(M). Entonces los levantamientos X,Y/ € g = R(G)
(campos vectoriales invariantes a derecha); si ! esla 2-forma de curvatura
sobre P tenemos:

QX,Y):P—g

y salisface

QX, V)| = £5,-0(X,V)
rg P
= g"lﬂ(f(,f/) g

14

= g"lﬂ()z',f/)

P

eslo es:

X, V) =g7'0(X,Y)| .

rg V P
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Usando la invarianza a derecha de X,Y.

Aplicando el lema 1.4.3, podemos asociar ! con una seccion § de F:
Qe—S.

Entonces definimos una 2-forma R con valores en I'(E):
RX,Y)=S8
Asi,
R:2(M)x¥M) — T(E)
(X,Y) — R(X,Y).

Observacién 2.6.2 ([7])

a) Estrictamente hablando R tiene valoresen FE, pero cuando se aplica
a campos vectoriales tiene valores en I'(F). Larelaciénentre Qy R es

bien simple pues localmente se puede describir ) por una proyeccién:
Do = 0.0 = Fy de* Adz”

donde JF©

uy

Uy — G
Por otra parte:

T2 (Us) 2 Uy x G.

Asi, podriamos también escribir R localmente como:

R = F%,dz* A dz.

b) Se puede extender la operacién #* y el producto escalar para las formas

sobre M ~ con valores en I'(E).
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Para definir el producto escalar de dos p-formas « y [ con valores en

el dlgebra de Lie G, reemplazamos

/ aA*B  por /tr(a/\*ﬂ)
M
donde tr =traza. Isto es, se define el producto escalar:
a,p) = tria A x0).
(0, 8) = [ tr(an+B)

Se puede probar ficilmente que ( , ) es un producto escalar. Este
producto hace esencial ¢! uso de la estructura riemanniana de My el
producto interior sobre §.

Si consideramos la 2-forma R definida anteriormente, se conoce la forma

#[? y el producto escalar serd:
R,y = [ t(RA%R).
(B, R) = | tr(RA*R)
En término de componentes:
(F,F) = /tr(F A*F) = / tr P2,
M
c) Notemos también que la identidad de Bianchi
DQ =0

ilustra también DR = 0.
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3

Geometria de Yang-Mills

3.1 Introduccion

[istamos interesados en visualizar las relaciones basicas entre la teoria ma-
tematica de conexiones en fibrados principales ([16]) y asociados ([27]) y
la teoria de los campos de Yang-Mills y sus transformaciones de calibre,
bien manejadas por los fisicos ([22]). Veremos que las transformaciones de
calibre (que corresponden a cambios de secciones en un fibrado principal) y
las ecuaciones de movimiento tienen un caréacter global, cuando se definen en
término de operaciones en un espacio fibrado ([7]).

Particularmente, consideramos una teoria de calibre no abeliana (G =

SU(2)), definida sobre M = IR* y donde el fibrado principal que des-
cribe esta teorfa (teoria de Yang-Mills), [32]) es P(M,G) = P(IR*, SU(2)),

([7],[81,[9],[15),[21])-

3.2 Grupo de Calibre

Sea M una variedad orientada, Riemanniana ([4]), compactay G un
grupo de Lie compacto y denotemos por G el dlgebra de Lie de G.
Consideremos P(M,G) un fibrado principal sobre . M.

75
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Definicién 3.2.1 ([7]) Una transformacién de calibre en P es una

aplicacion f: P — P tal que:
a) Vpe P, 3Fg9(p) € G tal que f(p) =pg(p) (preserva la fibra).
b) g(pa) =a'g(p)a Vpe P VaeQG.

Notemos que f(pa) = f(p)a, ya que
f(pa) = pag(pa) = paa™" g(p)a = pg(p)a = f(p)a,

es decir, f es equivariante.

Iquivalentemente podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2 ([8]) Una transformacién de calibre en P es una

aplicacion ~v: P — G tal que:

a) Vpe P, 3f(p)e P tlal que [(p)=py(p).
b) ~(pa) =a 'y(p)a Vpe P, Vaed.

basta recordar que:

f(p)=py(p) VpeP
y y(pa) =a"'y(p)a Vpe€ Pa€G.

Denotemos por B al conjunto de transformaciones de calibre.

Definicién 3.2.3 ([7]) Sea fi:P — P y fo: P — P tranforma-

ciones de calibre en P, se define un producto en [  ast:
Sean  fi(p) =pmi(p) y fo(p) = pra(p). Entonces
Jio Jalp) =p(miom)(p) para peP.

donde |
M172(P) = (p)v2(p)  (producto en G).

(B,-) adquiere estructura de grupo y lo llamaremos grupo de calibre.
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St M =|JU, (cubrimiento por abiertos de M). La trivializacién local

de P nos provee de una coleccién de sucesiones locales (ver teorema 1.3.5)
0q : Uy — P

definidas por:

0a(z) = pp'(p) independiente de la escogencia de p € 7~!(z)

donde ¢ : 7 YU,) — G, vy asi la operacién:
vy:P— G

puede ser dada en término de una familia {v,} de aplicaciones lo'ca,les:
Yot Uy — G

Ya(2) =70 0(z)

y junto a las relaciones de compatibilidad (observacién 2.2.7):

75(2) = ¢75(2)Va(T) ap(z) Ve UaNUP

donde
bap: Ua NUsg — G (funciones de transicién)

Esta descripcién de las tranformaciones de calibre es equivalente a la siguiente

construccién:

Consideremos el fibrado B asociadoa P, confibra G, G actuando

sobre si mismo por conjugacidn:

I:GxG—G
I(a,9) = l.(g) = aga™
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ésto es:

_PxG
N

usuando lema 1.4.3, existe una correspondencia 1-1. entre las aplicaciones

B

v: P — G que describen las transformaciones de calibre y las secciones
de B:
oM —B

Iin consecuencia podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4 ([7]) Lil grupo B de las tranformaciones de calibre en P
puede ser identificado con el conjunt’d I'(B) de secciones del fibrado

asociado B.

Observaciones 3.2.5

a) Para ver la operacidn producto en T'(B) se usa la trivializacién local
de B (relativa al cubrimiento {U,} de M) 1y se utiliza el producto
punto de G

(v 7)) =) - nly) Vyela

ndtese que la buena definicion sobre U, N Uz se debe a la propiedad

]%;(’71 y2) = L) f(p;‘;(’h)

b) El fibrado B no es el fibrado principal aunque la fibra sea el grupo G:

— La accion de G sobre si mismo no es libre.

- B tiene secciones globales:

Supongamos que algin punto b€ nz'(Uy,NUg) tiene coordenadas (z,e)
(e =identidad de (G) sobre U, entonces necesariamente tiene coorde-

nadas (z,e) sobre U pues:
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Si (z,€') son coordenadas sobre Ups entonces € = aea™ para algin

a € G. Luego
! !
€a=ae=ea= ¢ =e.

En consecuencia la palabra elemento unitario tiene un significado global

en esle fibrado y se puede definir la seccion global:
Ag H M _+ B

asi  S(z) = (z,e). llamada seccién nula, este es el elemento identidad

de 8.

3.3 Algebra de Liede gy

Consideremos la seccién constante nula (elemento identidad de ) del

fibrado asociado B:

S(z) =(x,e) con z €M y e=Identidad de G.

Puesto que cualquier punto de B pasa por una fibra, usamos la trivializacién
local de B (véase definicién 1.4.1) sobre el abierto U, e identificamos

esta fibra con G.

Podemos tomar vectores A, tangentes a la fibra en cualquier punto del
grafo de S (ver fig. 3.1)
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[igura 3.1:

La operacién I,(g) = a 'ga del grupo G y su diferencial £4, : T,G —
T.G, nos lleva a “transportar” los vectores A, a cualquier puntode B y

definir vectores tangentes sobre B (véase ).

Se puede identificar un campo vectorial X € ¥M

— A(z) € G =T, G (z €U,).

Usando la trivializacién de  73'(Uz) tenemos:

Ap = 86873 A, = ¢21 Audap



Geometria de Yang-Mills 81

en consecuencia el campo vectorial X determinado sobre B:

XM — B
z — X(z)=(z,Ax(z)) €Uy x G

se puede identificar con una seccién o,

oM — FE
o(z) = (z,A4(z))

del fibrado [ asociado a P con fibra G y con la accién de la

adjunta de G sobre G:

GxG — G
(g1X) — g_ng

y donde

El =U,xg y F =z Xg.
Ua m=1(z)

P
Definicién 3.3.1 ([7]) Sea E = X9

la accion conjugada de G sobre G. Al conjunto de las secciones de

el fibrado asociado a P  con

E lo llamaremos [I'(FE).

Por definicién de algebra de Lie (Apéndice B) se tiene que T'(E) es el
dlgebra de Liede B (6 TI'(B))y denotaremos por I'(E) = g
Deseamos expresar la seccién global S  en funcién de secciones locales,

para ello definimos una aplicacion
Sy:U, — G

tal que Sy = ¢;55a¢aﬁ.
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Usando la aplicacion

exp: G — G
se tiene:

S. = expoo,.

Estas aplicaciones verifican las relaciones de compatibilidad (observacién

2.2.7) sobre U, NUsz cualquiera.
Asi, ellas definen una secciéon S de B:

S'M— B

S =expoos para 0: M — E!
loquesi S el'(B) entonces

S =exp(o) para o €T(E).

3.4 Conexion de Yang-Mills

Recordemos que una conexién (llamadas también potencial de calibre), defi-

nicién 2.2.2 es una 1-forma
w:TP— ¢

sobre P con valores en G tal que:
a) Lyxw=E&g)w 6 Ryxw=E,~1w.

b) Si z€G y X=X,+X, esel correspondiente campo vectorial

sobre P entonces

w()~() = X.

ISi G esconexo (como es nuestro caso G = SU(2)), cualquier elementode G puede

ser escrito como la exponencial de algiin elemento de G ([16])).
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El conjunto C(P) de todas las conexiones sobre P es un espacio
afin. En efecto, la diferencia w — w’ de dos conexiones w,w’ tiene las

siguientes propiedades:
1) Lgx(w—w)=8(w—uw).

1) w—w =0 sobre V, (vectores verticales).

es una l-forma sobre M con valores en el fibrado vectorial

estoes, w—w € AN'(M,E)=T(T*® E).

Asi, w—uw'
x g
K=

G

il grupo B actda sobre C(P) de la siguiente manera:

g xCP) — C(P)

(pw) — (p7)w

Denotaremos por

al espacio de las drbitas correspondientes.

Consideremos las conexiones de un fibrado principal P(M,G) donde
M = R"y el grupo de estructura G = SU(2). Sea w una conexién
sobre P yo:M — P unaseccién de P entonces A = o*w es
una conexién sobre M = IR* que llamaremos conexién de Yang-Mills;

usualmente se escribe en la forma:
(o3
Ay

donde wu =1,2,3,4 (indices del espacio tiempo).
a=1,2,3,4=dimdG.

Asi podemos escribir A

Ay = AY(z)Eydz
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donde FEi,..., Egimg=4, €s una base de G = su(2).

Podemos ver que localmente la conexion de Yang-Mills puede ser identificada
con la 1-forma wy sobre M con valores en el dlgebra de Lie de G.
Esta relacion entre la conexién de Yang-Mills y la 1-forma de conexién del

ibrado P, esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1 ([15]) Sea o:U C M — P una seccion local del fibrado
principal P(M,G) dotado de una 1-forma de conezion w. Definimos la
o-representacién local de w como la I-forma de conexidn wy sobre

el abierto U C M, dada por:
»*
Wy =0 Ww.

Sea V:UxG— 7Y U)CP wunaT.L. de P, inducida por o, de

acuerdo a:
¥(z,9) = o(z)g.

Fntonces si
(X,Y) €T )(U x G) = T,U @ T,G.
La representacion local V*w de w sobre U x G se puede escribir en
termino de la conexion local de “Yang-Mills” wy, ast:
(00 (0) (X, ¥) = 6,4 (w2 (X)) + wog(V) (3.1

donde wqo es la [-forma candnica (Maurer-Cartan) sobre G con valores
en G (Véase Apéndice B) y  wo,(Y) = g~ 'dg. Por lo que (3.1) se

puede reescribir asi:

(q’*w)(x,g)(x, Y) = ﬁ:‘Sg‘1 (an: (X)) + g_ldg‘
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Demostracién. Interpretemos la aplicaciéon

UV:UxG— P

como » R
UxG 2% Pxa £ P
(x,9) — (o(z),9) — o(z)g.
Entonces:

(Uw) (0 x id)* Ruw)(X,Y)
= () (o(2)g) (0. X,Y)

= Wola)g(R0ig)u0nX + (R0 Jo(z))sY

donde para g€ G y pé€ P definimos:

ig: P — Px(G jp:G—>P><G;
po— (g g — (p9)
Asi:
Roig(p) = R(p,g) = Re(p) = pg
esto es
Roiwg=RK,: P — P
p — pg
y
Rojy(g9) = R(p,g) = Po(g9) = pg
esto es

Roj,=FP,:G — P

g — Pg.
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Por lo tanto,
(Vrw) = (R * wa(l‘)g)(a*X) + w0($)9(P0($) *Y). (3.2)

Puesto que Ry * wy(p)y = .(L"(Sg—l(wa(x)) y ademas Y = L;i para algun

A€ G enefecto A =wy(Y) (forma candnica wp), se tiene

Py (L)) = X7,

o(z)g

w(X*) =Aeg.
Sustituyendo en (3.2), obtenemos:

(q/*w)(X’Y) = .(Mg_l(wa(x))(a*X)-}-wog(Y)
= &g (wu,(2)) + woe(Y)

y usando que w,(Y) = ¢g7'dg se puede escribir
(Tw)(X,Y) = €697 (wr,(2)) + ¢~ dg.

Por lo que localmente la 1-forma de conexién w sobre P se descompone
como la suma de una conexién de Yang-Mills sobre M (wy,(z)) mas una
1-forma candnica sobre (' con valoresen G.¢

Podemos decir entonces que localmente dar una conexiéon w sobre P es

equivalente a dar una conexién de Yang-Mills.

Todo esto, nos lleva a algo interesante: jcémo las transformaciones de calibre
encajan dentro del formalismo global de los fibrados?

En general, se vio que las transformaciones de calibre en un fibrado principal
P(M,G) estan definidas como automorfismos del fibrado P. i @
P — P es una transformacién de calibre sobre P y w una conexién

sobre P.
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Veamos que ¢*w es una l-forma de conexién. Sea A € B y sea A* es corre-

spondiente campo fundamental sobre P. Se tiene 2.2.2a) para @*w, porque

)

0) = w(A;(P) =A

()(4)) = lon)) = o Gelpenpia)

= w (%s@(p) exp tA)

t=

Puesto que Rjop = ¢polR,y, se tiene que
Rip*w = (po Ry)'w=(Ry0¢)w=p"Riw=0"Cw=E5-10"w

con lo que satisface la definicién 2.2.2b), de modo que ¢*w es una 1-forma
de P con valoresen G que satisface los axiomas para una conexién.
¢*w se define como una transformacién de calibre de w por la trans-
formacién de calibre ¢ de P.

Para ver la relacién exacta entre la transformacién
w— QW

y la correspondiente transformacién en coordenadas locales, tenemos el si-

guicnte teorema.

Teorema 3.4.2 [15] Sea w una conexidn sobre el fibrado P(M,G) y
sean

o: Uy — P y oy: Uy — P

dos lrivializaciones locales sobre los conjuntos abiertos Uy,Us C M tal que
UnNUs #0. Sean AWMy AP lgs representaciones locales de w  con
respecto @ 01 Yy 09 respectivamente.

FEntonces
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St v:UyNUz; — G es la unica funcion de calibre local definida por

73(x) = on(2)y(z) (3.3)

entonces las AM(z) y AP(z) estin relacionadas sobre UyNU, por

AP () = 86,1 (AP (2)) + (17w0)ul(2).

Demostracién. Si  d, Entonces

T O’

AP (z) = (05)2(80)

y pensando la relacién (3.3) como:
uint, 2% Pxa & P
z ~ (o(z),v(z) ~  ou(z)y(z).

Obtenemos:
AD() = ((on % 1) Bw)a(,)
= (R*0)(0,()r(=)(01 * (0u)es Y (Du)a)-

Si usamos el mismo argumento de la prueba del teorema anterior, se puede

escribir asfi:

AP () = €8,0)-1 (AD (@) + (7 % wo)a(8,).

Corolario 3.4.3 Si (G es un grupo de mairices (y usando  vy,wo =

'y(;')(lfy(:r:)) el resullado anterior se puede escribir:

AP (z) = v(z) " AP (z) + 7(2) T Qury(z). (3.4)

Nota: Tanto los dos teoremas anteriores como el corolario se puede ver di-
rectamente aplicando las definiciones de conexién del capitulo 2 y las equi-
valencias entre ellos (teoremas 2.2.5 y 2.2.6), donde en la definicién 2.2.3 los

I-forma w, sobre U corresponde localmente a la conexién de Yang-Mills.
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Observaciones 3.4.4

a) La ecuacién (3.4) luce como la transformacién de calibre de Yang-Mills,
familiar para los fisicos. Pero notemos que esta relaciona a la conexidn de
Yang-Mills sobre regiones localmente diferentes sobre M, ésta no se refiere

a una unica potencial de Yang-Mills.

b) La relacién con las transformaciones, para un dnico potencial, es como

sigue:
Si o :U — P es una seccion local de P(M,G) con A = o*(w)

entonces la transformacion de calibre
p:P— P
induce una transformacién
A 5*(g"w) = (p o o).
Pero existe, alguna v :U — G tal que
o@) = (poo)ap(z)  VreU

y el argumento usado en el teorema 3.4.2 muestra que la transformacién de

la representacion local (A,) de A se escribe:
Au(z) — 7(@) Ay (@) + v(2)duy(2) 7" (3.5)

Asi, si el fibrado P(M,G) es trivial, una seccién o puede ser definida
sobre todo M y entonces (3.5) se refiere a una definicién global de los

1-formas sobre M con valores en G.

c) Siel fibrado P(M,G) no es trivial, no es posible describir la 1-forma

de conexién w en términos del inico potencial (conexién) de Yang-Mills.
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Podemos cubrir M  con cartas de trivializaciones locales y entonces los
potenciales locales de Yang-Mills relacionarlos, para cualquier par de cartas
solapados U;,U; por la relacién (3.4) sobre U; N Uj, con las correspon-

dientes funciones de calibre ~;;(z) que satisfacen la relacién:

oi(z) = o;(x)yij(z)

donde las funciones 4;; : U;NU; — G son justamente las funciones de
transicién del fibrado principal P(M, ).

Recordando que estamos considerando el fibrado
P(IRY, SU(2))

y puesto que IR* es trivial, el tinico potencial de calibre (potencial de
Yang-Mills) es:
A= A E,dz"

donde FE, = %o,—’ generan el algebra de SU(2) (su(2)) con o,=matrices
i
de Pauliy {E,} satisface

[EOM Eﬁ] = C;,GE’Y

con CJ; = costantes de estructuras de G.
Usando el corolario 2.3.2.13 tenemos que el cérnpo de fuerzas (identificadas

con la curvatura QY)F es:
F=dA+ ANA= %fuudx“/\dx"'
donde F,, = 0, A, — 0,4, + [A, A = FSE, y
Fow = OuAT — 0, A7 + CE,YAfAZ
y usando identidad de Bianchi (teorema 2.3.2.8), para F, tenemos:

DF = dF +[A,F] = 0.
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Si p: P — G?% el campo de particulas se transforma bajo ¢ € G como:
p— 90 P — Py (3.6)
y sabemos que el potencial de Yang-Mills se transforma asi:
Ay — A, =g ' Aug + g7 0ug. (3.7)
La derivada covariante localmente esta definida por:
Vie= A, + 0,.

Asi, Ve —r V' = Viu(g7'¢) = g7 Vaup.

Entonces V,p se transforma covariantemente bajo las transformaciones

de calibre
Vi =97 Vup =g Aug + g7 dug.

Si definimos el campo de fuerzas dual

— kA
*]?uv - Euvk/\F

DN | —

entonces, éste satisface la identidad de Bianchi:
Dy * F*¥ = 0y % F* 4 [Ay, *F*] = 0.
Usando (3.6) y (3.7) se puede ver que F,, se transforma como:
Fuow — F,, = 0.A4,—0,A +[A,A)
= g7'0Ag — g7 0 Aug + (97" Aug, g7  Aug]
= ¢ (0,A — 8, A, + [Au, A))g

?Bstrictamente hablando, se debe especificar la representacién de G al cual

@ pertenece.
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Fuv ——->g_1.7-”m,g.

por lo tanto
Ademds en general usando (2.6) la relacién entre F y 0 se tiene

Q~ QY =g¢"'g (3.8)

3.5 Ecuaciones de Yang-Mills

Sea w:TP — G una conexién sobre  P(M, ().
En el capitulo 2 se vio que la forma de curvatura ! = Dw de una conexién

w es una 2-forma sobre P, tal que:
QX,Y)=0 para X,Y €V,. (Vectores Verticales).

Por lo que podemos considerar ! como una 2-forma sobre M  con
valoresen E| =Ux§G, Qel(A*QE).

U
Ahora fijemos un producto interno ( , ) invariante por la adjunta en el

algebra de Lie G vy definamos la longitud de ) como sigue:
Definicién 3.5.1 [18] Se define la longitud de la 2-forma Q  por

Q2 = 1(es )

i<y

donde e€y,...,e, es una base ortonormalen zx de M.

Sobre el espacio C(P) de las conexiones sobre P podemos considerar

la funcional (Véase apéndice sobre Lagrangiano) de Yang-Mills:

L:C(P) — [0,+00)
Lym(w) = % [ 10pam.
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Teorema 3.5.2 [18] Si w y w' son equivalentes (esto es w' es una

transformacidn de calibre de w  entonces Lyp(w) = Ly p(w').

Demostracidén. Se deduce del hecho que Q y Q' estan relacionados

por
V=g (Ver (3.8))

y del hecho que el producto (1, ) es invariante por la adjunta.

Por lo que:

Q' (es, e5)] = 197" Qeir €5)g] = [Qes, ;)]

y asi la funcional es invariante por las transformaciones de calibre §, por

lo tanto la funcional Lyps se puede definir en el espacio de las érbitas
c(P)

p(P) =

8

LYM : ,u(P) — [0,+OO)

Definicién 3.5.3 [18] Un punto critico w de la funcional Lypy de

Yang-Mills es llamado un campo de Yang-Mills.

Para obtener las ecuaciones diferenciables que definen los campos de Yang-
Mills necesitamos algunos operadores diferenciables.

Una conexién w introduce una derivacién covariante

V¥ I(E) — [(T" ® E)

Pxg
G

en el fibrado vectorial asociado FE =

Si =05 el'A?® E) es una p-forma con valores en E.
Se define D“a? = DAP ® S + (—1)P7 @ V¥S.
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Asi,
DY :T(AN?"® E) — T'(APT' @ E)

es un operador diferencial de ler orden.
Llamemos ¢“ al operador adjunto, esto es:

(D*a,B) = (a,6“B)
para « € AP(E) [ e ANPTHE).

Observaciones 3.5.4

a) Denotemos por *: AP — A""P el operador de hodge entonces

8¢ = (—=1)"*" % D % (Véase [3])

b) Usando D“, laidentidad de Bianchi (teorema 2.3.2.8) se puede escribir

en la forma:

D“Q =0.

Proposicién 3.5.5 [18] w es un campo de Yang-Mills si y solo si 6“0 = 0.

Demostracién. Sea w; una Cfiamilia de conexiones con wy—p = w y
Ai=w~wel(T*®FE) B= —d—l(At)¢=o € I'(T* ® E) entonces

1
Q=0+ DA, + §[A1,At]
pues usando la ecuacién de estructura (teorema 2.3.2.4) se tiene

1
Qt = Dw(wt) = dwt + §[wt,wt]

1
Q = D¥Ww) = dwy + §[w,w]
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luego, |
Q- Q=dlw —w)+ = [w,—wwt—w]

y de alli .
Qt = Q + DwAt + i[AhAt]

ya que dA, = (dA,)¥ = D“A, porser A; = 0 sobre los vectores

verticales.

Sustituyendo en el funcional Lyas y derivando con respectoa t, se tiene:

d

—LYM(w,)

_ 2
dl = 2/ g [l dM

t=0

= sl

/| <dt<Q+D“’A¢ (A, A, Qt DAt = [At,A])>

dM

t=0

= [ (D“B,0)aM
M

- / (B, 8“Q)dM.

Esto prueba que w es un punto critico de Lyps siy sélo si §¢Q = 0.
Asi, la ecuacién 8“0 = 0, llamada Ecuacién de Yang-Mills, no es mas

que la Ecuacién de Euler-Lagrange para el lagrangiano
Lym = / 102 dM
M

definido sobre p(P) = g@

8

Ademas, la ecuacién de Yang-Mills:

0 =0
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es equivalente a la ecuacion:
D¥(xQ2) =0
pues, usando la observacion 3.5.4 se tiene
5“@ = (=1)P" %« D% =0

cntonces

5“0 = 0 <= D“(xQ) = 0.

Definicién 3.5.6 [18] Una coneziéon w  sobre una variedad euclideana

M J-dimensional es llamada auto-dual si *Q = Q.

Corolario 3.5.7 [18] Toda conexion auto-dual sobre una variedad euclideana

4-dimensional, es un campo de Yang-Mills.

Demostracién. Usando la identidad de Bianchi (D“Q = 0), tenemos que

si w es auto dual,

D¥(xQ) = D“Q =0

entonces w es un campo de Yang-Mills. |



Apéndice

A

Ecuaciones de Euler-Lagrange

A.1 Introduccién

I.a deduccién de las ecuaciones de Lagrange es posible partiendo de un prin-
cipio que considere el movimiento completo de un sistema entre los tiempos
ty y t2 ytenga en cuenta pequefias variaciones virtuales de ese movimiento
completo con relacion al movimiento real. La configuracién instantanea de
un sistema esta determinado por los valores de n coordenadas general-
izados q1,...,9, y corresponde a un hiperespacio cartesiano en el que
los g forman los n ejes coordenados. Este espacio n-dimensional
suele llamarse “espacio de configuracién”. El estado del sistema variara con
el tiempo, y el punto que la representa describird, por tanto en el espacio
de configuracién una curva llamada “trayectoria del movimiento” y se refiere
al movimiento del punto representativo a lo largo de esta trayectoria en el
espacio de configuracién. Una referencia basica para este apéndice es Arnold
V.1, [2].

Llamemos M =espacio de configuracién (espacio de las posiciones)={gq}.
T M = espacio de fase (posicién-velocidad)

= {(¢,9)}.

Se mostrard que los movimientos de un sistema (o particulas) son extremos

97
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de un principio variacional, principio de minima accién de “Hamilton”.

El cilculo de Variaciones esta relacionado con los extremales de funciones
cuyo dominio {2, es un espacio de dimensién infinita: el espacio de las
curvas. Tales funciones son llamadas funcionales.

Iisto es:
Q={y/v:{ti,lo) — TM, con y(t1)=q, y v(t2) = g2, }
asi, una funcional es una aplicacién lineal:
¢: 0 — R.

Ejemplo A.1.1 La longitud de una curva en el plano euclideano: .

St y={(t,z):x(t)==x, to<t<t;} entonces
iy
bly) = [ VIT+

es una funcional.

Consideremos una aproximacién 4 — «

v ={(t,z): z = z(t) + h(t)}
y la llamaremos <’ =+ 4 h, consideremos el incremento de ¢;

(v + h) — ¢(7)-

A.2 Calculo de Variaciones

Definicién A.2.1 Una funcional ¢ es llamada diferencial si

dy+h)—¢(v)=6+R
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donde & depende linealmente de h (esto es, fijado ~y, §(chi + h2) =
cd(hy)+6(hy) y R(h,y) =0(h*) en el siguiente sentido: para |h| <€ y
dh

| <e se tiene |R| < Ceé’.

La parte lineal del incremento, §(h), es llamada la diferencial.

Se puede probar que si ¢ es diferenciable, su diferencial es unica. La dife-
rencial § de una funcional diferenciable es también llamado su variacién,
y h es llamada la variacién de la curva.

Si consideramos v = {(t,z) : ¢ = z(t),to <t < #;} una curva en el

lx
=L = L(X)Y, ) una funcién diferenciable de 2

plano (¢, z); X:d_t;

variables.

Definimos una funcional ¢:

$:0 — R
por "
#(1) = [ L), #(0))d
donde

L:TM — R

(z,8) — L(z,2)
Si L =+/1+0v% obtenemos la longitud de 7.

t
Teorema A.2.2 La funcional ¢(y) = / 1 L(z,z(t))dt es diferenciable, y
t

; 0
su derivada estd dada por la formula:

u (8L ddL oL
§(h) = /t [79}' - EZ@;J hdt + (55/1>

t)

to
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Demostracién. Tenemos que
t .
o+ k) = 9(n) = [ e+ hi+h) = Lz, @)t
t (0L oL .
- ——h+ ——h| dt 2
/to [arm(%h} +0(h?)
= §(h)+ R
donde Py o1
. 3 1 —J . 2
J(h)_/to <axh+ aih) dt 'y R=0(h?)
si integramos por partes, obtenemos:
t oL, hod (L dL |
—hdl = — | = | dt h—1] .
S 35" = 1, M (01) +( d:b) .
Por lo tanto
w[oL d (9L oL, \ |
5(h) _[0 [5;— = ((%ﬂ hdt + (dih) K
A.3 Extremales
Definicién A.3.1 Un extremal de una funcidn diferenciable ¢(y) es

una curva -~y tal que §(h) =0 Vh.
Lema A.3.2 Si una funcion continue f(t), to <t <t satisface

" Fh()dt = 0

to

y para cualquier funcion continua h(t) con h(te) = h(ty) =0 entonces

f(t)=0.

Demostracién. Véase [ ].
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Teorema A.3.3 La curva ~:xz = z(t) esun extremal de una funcional

#0) = [ o)

sobre el espacio Q0 de las curvas que pasan a través de los puntos z(to) = eo

d foLy oL _ .
dt \ Oz or

y z(t1) =e son:

a lo largo de  z(t).

Demostraciéon. Tenemos que:

wld (OL\ L oL
fhy=—| |S[22) -2 e
() /l [(u (m) m] ht + (asch)

ty

t1

to

L

puesto que h(to) = h(t;) = 0 se tiene (%—h) =0. S 4 esun
T

to

extremal, entonces §(h) =0 Vh con h(tp) = h(t;) = 0. Por lo tanto, se

tiene:

donde f(t) = 4 (%];-) — Qé Vh.
Por el lema, f(t)=0
Reciprocamente si  f(t) =0 entonces claramente §(h) = 0. 2

A.4 Ecuaciéon Euler-Lagrange

Definicidn A.4.1 La ecuacion

d oLy oL _
dt \ Oz or
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es llamada la Fcuacion de Euler-Lagrange para la funcional
ty
¢ = L(z,z)dt

to
con esta definicion y el teorema anterior se tiene:
Teorema A.4.2 La curva v es un eztremal de la funcional ¢(y) =
th
/ L(z,z)dt sobre el espacio de curvas que conecta (to,z0) y (t1,21)

to
st la Feuacion de uler-Lagrange se satisface a lo largo de ~.

A.5 Principio de “Hamilton” de Accién Mi-
nima

Comparemos las Ecuaciones de dindmica:

d i oUu
E(miri) + or; 0
con las Ecuaciones de Euler-Lagrange
doL o
dt oz Oz

Teorema A.5.1 Los movimientos del sistema & = f(z) coincide con los

extremales de la funcional

o(v) = [ Lt

to
donde L=T-U

diferencia entre la energia cinética y energia potencial.

Demostrécién. Sea U=U(r) y T= Zmi%
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Tenemos
oL oT )
N ik A
oL =oU
87-,- - 8’!‘1' '
Asl,
doL oL d . ou
E(()T,' - . = E(min) + 57: =0 [ |
Corolario A.5.2 Sea (qi,...,q3n) cualquier coordenadas en el espacio

de configuracion de un sistema de n punto-masa. Entonces la evolucién de

q cn el liempo esta sujela a las [cuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
E(a(])_%—: dOTLdfl L=T—U.

Demostraciéon. Por teorema A.4.1, un movimiento es un extremal de la
funcional /Ldt. |
Notacién. En mécanica, se usa la siguiente terminologia:

L(q,q) =T — U eslafuncién de Lagrange o Lagrangiano,

¢i = coordenadas generalizadas,
g: = velocidad generalizada,
or .
5 = p; momentos generalizados,
qi
oL :
= fuerzas generalizadas;
dq;

31
/ L(q,q)dt eslaacciény
to

L\ (0
dit (%) - (6—i) =0 son las Ecuaciones de Lagrange.



Apéndice

B

Grupo de Lie y Algebras de Lie

B.1 Introduccion

Acontinuacion damos las nociones de geometria diferencial referente a grupos
de Lie y dlgebras de Lie usadas en el Capitulo 2 en teorias de conexiones
sobre fibrados. Este apéndice fue tomado esencialmente de Bleeker, D. [3]. y

Bootby, W. H. [4].

Definiciénes B.1.1 [4]

a) Ungrupo de Lie G es una variedad diferenciable de dimensidn finita

y donde las operaciones:

GxG — @G G — G
1
(ag) — ag Y a — a’!

son aplicaciones C*.

Denotemos por L, : G — G, la accién a izquierda de a esto es:

La(g) =a-g

y e es el elemento identidad de G.

Analogamente, para la accién a derecha de @ en G:
R,:G—G

104
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asi:  R,(g) = ga.
Dado cualquier vector X, € T.(G, construimos un vector que pertenece a

T.G aplicando la diferencial lineal sobre X:

Low: T.G — T.(G)
Xe — X,

cuando a recorre (¢ obtenemos un campo vectorial sobre G. Tal

campo vectorial es por construccién invariante a izquierda:
L X =X Vged

o asl
Lg*(Xg’) = Xy Vg, 9’ €q.

Del mismo modo se pueden construir campos vectoriales invariantes

a derecha; con la accién a derecha:

RpX = X Vg e G

o~

Ro(Xy) = Xgrg Vgq' € G.

b) El dlgebra de Lie de G, es por definicion el conjunto de campos
vectoriales invariantes a izquierda (a derecha), lo denotaremos por G.
Si G es un grupo de dimensién n, G es un espacio vectorial de

dimensién n  isomorfoa T.G, [3]. Esto es
Gg=T.a.

Ademéds § es cerrado respecto a una operacién corchete ([ , ]). En otras

palabras:
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Si X y Y soncampos aizquierdasobre @, entonces [X,Y] es

un campo invariante a izquierda sobre G.

En consecuencia, dada una base {Xi,...,X,} de G, existen constantes

k

de estructura f7 tal que:

[X:, X;] = zn;fi'}Xk-
i=

Cualquier clemento  a € G, se puede asociar con una aplicacién (llamada
conjugada) [/, tal que:

I, G — ¢

qg — aga_1
Via su diferencial lineal:
l.=86,:T.G — T.G

esta aplicacién induce un automorfismo de G = T.G esto es: £, es un

isomorfismo de G en si mismo, [3].

Por lo tanto la aplicacién:
€ : G — Aut(G) !

define la: representacién adjunta de G.

¢) Definicion ([8]). Una forma w sobre G se dice invariante a
izquierda si:
Loww = w Ya€e G

Sea £ € G=T.G construyamos el campo vectorial a izquierda sobre G-
Xf e — TgG

g — L9*§

'Aut(G) denota el grupo de automorfismos de G es un homomorfismo de grupos.
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luego la aplicacién X¢ — € es un isomorfismo y llamamos a esa apli-
caciéon 1-forma candnica sobre G (forma de Maurer-Cartan) luego

definamos

wp - TG - g
Xe(9) — ¢

como  wo(g, Xe(9)) = e

Otra Notacién (fisica). wo =dg-g7' = X¢(g)-¢' tal como esta definida
wp es una I-forma invariante a izquierda sobre G. Al espacio de todas

las 1-formas invariantes a izquierda se denota por G* (dual de G).

Observacién B.1.2 Si X, € § entonces es wo(X,) constante sobre

G.



Conclusiones

Se considera el fibrado principal P (IR*,SU(2)), el cual define la teoria
de calibre de Yang-Mills, donde la idea basica de dicha teoria es una rotacién
isospin de cada punto del espacio tiempo (z,t) € IR*, el cual afecta

potenciales de calibre (A,(z)) y campos de particulas |p|, asi:
Au(z) ~ g7 (@) Au()g(2) + 97" (2)dug(2)
e ~ gl

La teorfa de los espacios fibrados sirve de marco teorico para el desarrollo de
la teoria de calibre no-abeliana de Yang-Mills. Entre lo que se pudo observar

lo siguiente:

a) Una geometrizacién de los potenciales de calibre A,(z) a través de

una conexién w de un fibrado principal P(M,G), esto es:

A,(z) (potencial de calibre) +— conexiéon w de un
fibrado principal P(M,G).

b) Identificacién de los campos de fuerzas F  con la curvatura de la
conexion de un fibrado PFB P(M,():

Fuw(z) (Campo de fuerzas) «+— , del P(M,QG).

c) ldentificacién de las transformaciones de calibre G (corresponden a
cambios de secciones del fibrado principal) con las secciones de un fibrado

asociado B de P(M,QG):

p:P—Vé+&—r0: M—B.
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d) Se presentan las Ecuaciones de Yang-Mills de una manera sencilla y
elegante, considerando un lagrangiano Lyp  particular sobre el espacio
de las conexiones C(P) y definiendo una forma de curvatura ) sobre
M  con valores en el espacio de las secciones ['(E) de un espacio asociado.
Ademas se define los campos de Yang-Mills como puntos criticosde Lyps y
donde las Ecuaciones de movimiento para dichos campos no son més que las

Ecuaciones de Euler-Lagrange para Ly p:

DxQ=0.

e) Culminamos este trabajo, probando que toda conexién auto dual

(*Q1 =) es un campo de Yang-Mills, usando la identidad de Bianchi:

DQ = 0.



(1]

2]

7]

8]

Bibliografia

ABRAHAM / MARSDEN / RATIU-(1988): Manifolds, Tensor Analysis
and Applications. 2da. [idition. Springer-Verlag. Applied Mathematical.
Sciences. Vol, 75.

ARNOLD V.1. (1989). Mathematical Methods of classical Mechanics.
Second edition, Springer-Verlag. New York.

BLEECKER, David. (1981). Gauge theory and Variational Principles. -
Global Analysis. Pure and applied. Addison-Wesley Publishing. Com-

pany Advanced Book. Program.

BOOTHBY, William M. (1975). An Introduction to Differentiable Man-

ifolds and Riemannian Geometry. Academic Press. New York.

CHERN S.S (1978). Selected papers New York.

DALE, Husemoller. (1975). Fiber Bundles, 2nd ed. Springer-Verlag, New
York.

DANIEL M. and VIALLET M. (1980). The geometrical setting of gange
theories of the Yang-Mills tipe. Reviews of Modern Physics. Vol. 52 No.

1, January 1980.

DRECHSLER, W, and MAYER M. E. . (1977). Fiber Bundle Tech-
niques in Gauge theories lecture Notes in Physics, Vol 67. Springer-

Verlag. Berlin.

110



Bibliografia 111

(9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

(16]

[17]

EGUCHI, T., GILKEY P., HANSON A. (1980). Gravitation, Gauge
theories and Differential Geometry. Physics Reports. Review. Section of

physics, Letters 66.

FADDIEV L.D. and SLAVNOV A.A. (1980). Gauge Fields: Introduc-
tion to Quantum Theory-The Benjamin / Cummnings Publishing Com-

pany, Inc.

FELSAGER, Bjr@rn. (1981). Geometry Particles and Fields. Odense

University.

GARCIA P. Pedro L (1978). Critical principal conections and gauge
invariance. Reports on Math. Phy. Vol. 13337-344.1978.

GARCIA P. Pedro L. / PEREZ R. Antonio (1978). Reducibility of the
symplectic structure of minimal interactions. Lecture Notes in Math.

Springer-Verlag. Vol. 676. pp. 409-433. 1978.

GARCIA P. Pedro L (1980). Tangent structure of Yang-Mills equations
and Hodge theory. Lecture Notes in Math Springer Verlag. Vol. 836
292-312. 1980.

ISHAM, Chris J. (1989). Modern Differential Geometry for Physicists
World Scientific. Lecture Notes in physics. Vol. 32.

KOBAYASHI AND NOMIZU. (1963). Foundations of Differential Ge-
ometry. Interscience Tracts in Pure and applied Mathematics. Number
15, Vol. 1.

LUNEV F.A. (1992). Three dimensional Yang-Mills theory in gauge
invariant variables. Physics letters B. 295 (1992)99-103.



Bibliografia 112

18]

[19]

[20]

[21]

24)

[25]

[26]

[27]

28]

MARTINI R. and DEJAGER E.M. (1981). Geometric Techniques in
gauge theories. Lecture Notes in Phy. Vol. 67. Springer Verlag.

MINZONI A.A. / MUCINO J. / M ROSENBAUM (1994). On the struc-
ture of Yang-Mills fields in compactifi eld Minkowski space J. Math, Phy.
35(11) Nov. 1994. 5642-5659.

MISNER Ch. / THORNE K. /WHEELER 1. (1973) Gravitation. W. H.

Ireeman and company.

NAKAHARA, M. (1991). Geometry, Topology and physics. Graduate
Student scries in physics. Institute of physics publishing Bristol and
Philadelphia.

NASH- CHARLES SIDDIIARTHA Sen. (1990). Topology and Geome-

try for Physicists. Academic Press, Inc.

SCHAWRTZ F. (1982). Symetrics of SU(2) invariant Yang-Mills theo-
ries. Leters in Math. Phy. 6(1982).355-359.

SOCOLOVSKY M. (1991). Gauge Transformations and fiber bundle
theory. J. math. Phys. 32 (9). Sept. 11. pp. 2522.

SPIVAK, M. (1979). A Comprehensive Introduction to Differential Ge-
ometry. Second Edition. Vol. [-11. Publish or Perish, Inc. Berkeley.

STEENROD, Norman. (1974). The Topology of fibre Bundles. Princeton

Mathematical Series. New Jersey.

TRAUTMAN, A. (1970). Fibre Bundles Associated with space-time.
Reports on Math. Phy. Vol. 1 (1970) No. 1 pp. 29-62.

VERGELES S.N. (1983). Some propietties of orbit space in Yang-Mills.
Theory. Letters in Math Phy. 7(1983).399-406.



Bibliografia 113

[29] VILCHEZ G., Nieves (1995). Espacios fibrados principales y algunas
aplicaciones. Trabajo de Ascenso. NURR-ULA.

[30) WANG L.L /YANG C.N (1975). Classification of SU(2) gauge fields.
Physical Review D. Vol. 17. Number 10.

[31] WU. T.T/ YANG C.N. (1975). Concep of nonintegrable phase factores
and global formulation of gauge fields. Physical Review D. Vol. 12 num-
ber 12. 15 December 1975.

[32] YANG C.N./MILLS R.L., Phys. Rev. 96. (1954) 191.

[33] P.A.M. Dirac. (1931). Proc. Royal Soc. A133, 60. 1931.



Simbolos

V :  Espacio vectorial.

R ¢ Los numeros reales.

C :  Los numeros complejos.

E,M,N,P : Variedades.

A(E, F) :  k—formas con valores en F.

A (E) . k—formas con valores en R.

/\’“(N7 g) . k—[lormas en N con valores en- G.

C*(M) :  Espacio de las funciones infinitamente diferenciales
sobre M.

M, (IR) :  Conjunto de las matrices reales n x n.

Gl(n, R) : Conjunto de las matrices reales invertibles n x n.

Gl(n, C) :  Conjunto de las matrices complejas de n x n.

GUV) :  Grupo de automorfismo de V.

SO(n) : Grupo especial ortogonal.

U(n) : Grupo unitario.

SU(n) : Grupo especial unitario.

S! :  Ciruculo unitario.

U(n) ¢ Algebra de Lie de U(n).

G :  Grupo de Lie.

L, Traslacién a izquierda.

R, :  Traslacién a derecha.

g : Algebra de Lie del Grupo G.

T.G . IZspacio tangente al grupo G en e.

R(G) . : Conjunto de campos invariantes a derecha. .
I :  Aplicacién conjugada de G en G.
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o)

™

P(M,G)
E(M,G, F,P)
F(M)

Su

C(P, F)
C(P,V)

T, M

Yal/]

T,/

™

L(IR™ IR™)
(MY

[X,Y]

LyZ

prw

X

P

v,

Pij

Oy,
w

Wwo

I,

v,
HypnE
V[p,v]E

Representacion adjunta de G.

Proyeccién.

Fibrado principal (PFB).

Fibrado asociado a P(M, G).

Fibrado de sistema de referencia.
Representacién local de una seccién S.

Espacio de las aplicaciones ¢ : P — F.

Campo de particulas.

Conjunto de todos los vectores tangentes en z.
Derivada de f a lo largo de Y.

Diferencial de f en z.

Fspacio fibrado tangente.

Grupo de las aplicaciones lineales de R™ en IR".
Conjunto de todos los campos vectoriales sobre M.
Corchete de Lie de X y Y.

Derivada de Lie de Z a lo largo de Y.
Pull-back de la forma w via ¢.
Push-forward del campb X por .
Espacio total de un fibrado.

Trivializacién local (TL) de un fibrado.
Funciones de transicién de U; a Uj.
Seccién local de un fibrado.

k—formas (1—formas de conexién).
1-forma cédnonica sobre §. “Maurer Cartan”.
Subespacio horizontal de T, P.
Subespacio vertical de T, P.

Subespacio de horizontal de'TlP',,]g.
Subespacio de vertical de T[p,v]g.
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U, E)
I'(E)
I'(A?® E)
dep

D¥p

Lyum

O~

*x{)

Campo fundamental.

Matrices de Pauli.

Base de G.

Potencial de calibre.

Forma local de curvatura.

Potencial de Yang-Mills.

Campo de fuerzas de Yang-Mills.
Aplicacién de transporte paralelo.

Derivada covariante de ¢ en la direccién de a.
Derivada covariante ¢n la direccién de X.
Derivada exterior covariante.

Adjunta de D. ‘

2-formas con valores en I'(F).

Conjunto de las transformaciones de calibre.
Algebra de Lie de G.

Conjunto de secciones locales sobre U en FE.
Conjunto de secciones globales.

2-formas sobre M con valores en E.
Derivada exterior de la forma ¢.

Derivada exterior covariante de la forma ¢.
Funcional de Yang-Mills.

Curvatura de una conexién w.

Forma dual de .
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conjunto de las secciones, 81

constantes de estructuras, 50

curvatura de una conexién, 53
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seccion nula, 8, 79

sistema referencial, 21
subespacio horizontal, 39, 67
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transformacion de calibre, 76

trénsportado paralelamente, 46

transporte paralelo, 67
trivial, 4
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