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Introduccién 1

El objetivo central del presente trabajo es de presentar un texto (teérico-
practico) de Analisis Matematico de una variable dirigido a todos los intere-
sados en obtener una formacion matematica en esta area. El texto esta acom-
panado de un CD-ROM el cual complementa el estudio de éste, y ademas
le permitira al docente desarrollar su actividad pedagoégica utilizandolo con
tecnologias multimedia.

Para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje del Analisis Matematico,
es necesario que el desarrollo del presente texto este enmarcado dentro de la
propuesta pedagogica de que el estudiante en este proceso logre obtener un
solido esquema de conocimiento conceptual lo cual le permitird obtener un
aprendizaje significativo (este permite adquirir nuevos conocimientos a través
de la construccién de significados), es decir, se perciben nuevos conocimientos
estableciendo relaciones con lo que ya se sabe y este nuevo conocimiento se
incorpora a la estructura mental formando parte de la memoria comprensiva
(esta recuerda lo que se comprende); de esta manera los nuevos conocimientos
son aplicados en la solucién de problemas.

Asi en este material, presentamos un estudio de los conceptos y resultados
béasicos del Analisis Matematico de una variable, mostrando los detalles que
los textos generalmente omiten, y que los estudiantes por tener lagunas o
falta de adiestramiento no pueden aclarar por sus propios medios. La estruc-
tura del texto se adapta al desarrollo de los contenidos clasicos de los diversos
programas de las asignaturas que estudian los topicos del analisis matematico
de una variable, el texto consta de siete (7) capitulos, los cuales contienen
183 problemas resueltos y 386 problemas propuestos (ver [7]); estos proble-
mas permitiran que el estudiante logre consolidar los nuevos conocimientos.
Ademas, para la mayoria de los problemas propuestos hemos dado pequenias
indicaciones las cuales pueden facilitar la solucién de los mismos y al final de
los capitulos 2,3,4,5,6 y 7 damos una misceldnea de problemas que el lector
con los conocimientos adquiridos puede atacar sin mucha dificultad.

El material presentado pretende ser lo mas autocontenido posible, asi le per-
mitira al lector concentrarse en un estudio completo de este siguiendo el
proceso légico-formal que requiere el estudio del Analisis.

En el presente material se presentan algunos topicos no usuales en la li-
teratura clasica del Andlisis Matematico, como por ejemplo: las sucesiones
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paralelas y equivalentes (ver capitulo 4), funciones secuencialmente regular
de Cauchy (ver capitulo 5) y la derivada simétrica (ver capitulo 6).

El primer capitulo lo dedicamos a resumir los conceptos y resultados pre-
vios que el estudiante debe saber para afrontar el estudio de los capitulos
siguientes.

El capitulo 2, trata sobre el desarrollo axiomatico del cuerpo ordenado y
completo de los nimeros reales. En éste, se hace énfasis en el estudio del
Axioma Fundamental del Analisis y sus aplicaciones.

En el capitulo 3, se desarrollan las nociones basicas sobre la topologia de la
recta, estas nociones son fundamentales por las implicaciones que tienen en
el desarrollo de los capitulos siguientes.

El capitulo 4, trata sobre las sucesiones de niumeros reales, las cuales per-
mitirdn caracterizar las nociones topoldgicas sobre subconjuntos de la recta.
Ademas, abordamos el estudio sobre limites de funciones.

En el capitulo 5, estudiamos un concepto crucial del analisis, el de continuidad
de una funcién y algunos resultados clasicos como los teoremas de Bolzano,
Weierstrass y Heine. También estudiamos el concepto de continuidad uni-
forme de una funcion.

En el capitulo 6, se desarrolla el concepto basico del Calculo Diferencial el
de la derivada. Ademas, se trata el Teorema del Valor Medio, el cual es uno
de los teoremas mas importantes del Calculo.

En el capitulo 7, estudiamos la integral de Riemann siguiendo el enfoque
presentado por Michael Spivak en [L7]. Aqui, se estudia el Teorema Funda-
mental del Calculo el cual relaciona la derivada con la integral.

Algunos comentarios adicionales sobre la estructura del texto:

= Cada capitulo contiene una variedad de problemas resueltos donde se
incluyen contraejemplos y algunas consecuencias de los conceptos y
teoremas. Al final de cada capitulo se da una secciéon de problemas
propuestos con algunas sugerencias y por ultimo se propone una mis-
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celanea de problemas.

= Como es usual presentamos un listado de bibliografia y en general las
referencias bibliogréaficas se mencionan utilizando corchetes; por ejem-
plo, [17] indica el libro “Célculo Infinitesimal”de Michael Spivak.

» El final de la prueba de cada resultado se indica con el simbolo |

» En el comienzo de cada capitulo se presentan breves resenas histéricas
que permitirdn al estudiante ubicar en el tiempo los momentos en los
cuales surgieron los principales conceptos y resultados del Analisis.

El cd-rom contiene la versién electronica del texto y adicionalmente contiene
algunos rasgos interactivos como el glosario y la biografia de los matematicos
que se mencionan en el texto.

Cualquier sugerencia o correccion del presente material sera bienvenida, pues
de esta manera, se dara un mejoramiento continuo de este.

Por ultimo pretendemos que el presente trabajo pueda ser una referencia en
espaniol muy tutil a nuestros estudiantes y profesores.

Reinaldo Cadenas

Noviembre de 2002
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“Entre los matemdticos ezxiste la anécdota siguiente:

“El fisico cree -dijo el matemdtico- que el nimero 60
es divisible por todos los ndmeros. El anota que 60 se
divide por 1, 2, 3, 4, 5, y 6. Comprueba unos cuanitos
ndmeros mds. por ejemplo, 10, 15, 20 y 30, cogidos
como dice él al azar. En vista que 60 se divide también
por esos nimeros, cree que los datos experimentales
son suficientes.”

“S7, pero fijese en el caso del ingeniero -replicé el
fisico-. El ingeniero cree que todos los nimeros im-
pares son simples (es decir, que no se dividen por
entero con nada, a excepcion de por si mismo y la
unidad). En todo caso, el 1 puede considerarse como
un nimero simple -demuestra él-. Depués van el 3, el
5y el 7 y todos ellos, sin duda alguna, son simples
también. Después va el 9 -un caso fastidioso-, y este
por lo visto, no es un nimero simple. Pero el 11 y
el 18, desde luego, son simples. Volvamos al 9 -dice
él-. Yo considero que el 9 tiene que ser un error del
experimento”.

“Pero -dice el ingeniero-, observen al médico. El ha
permitido a un enfermo de uremia, el cual se encon-
traba en estado gravisimo, que comiera sopa de col, y
el paciente ha recobrado su salud. El médico estd es-
cribtendo un trabajo cientifico acerca de que la sopa
de col ayuda a curar la uremia. Pero luego él mismo
recomienda a otro paciente similar sopa de col y el en-
fermo fallece. Entonces el médico seriala: “La sopa de
col ayuda en un 50 por ciento de los casos”.

“S%, pero estd bueno ese matemdtico -dice el médico-.
A la pregunta: “;Como cazar un ledn en un desierto?”
él contesta: “;Qué significa cazar un leon?” FEso
qutere decir aislarse del leon por medio de una reja.
Yo me meto detrds de la reja y el leén, seqin la
definicion, ya estd cazado”. Ya Jurguin



“Aunque haga muchos erperimentos mi hipétesis no
queda confirmada pero basta un sdlo experimento para
confirmar mi error”. Albert Einstein

“.. la precision y el rigor no constituyen ni obstdculos
para la intuicion ni tampoco fines en si mismos, sino
simplemente es el medio natural para formular y
tratar las cuestiones matemdticas”. Michael Spivak

OBJETIVOS (Capitulo 1)

» Resumir y sistematizar las nociones basicas
sobre los topicos matematicos estudiados en
CUrsos previos.

s Adquirir, analizar y asociar los conceptos v
resultados estudiados en asignaturas previas.

» Aplicar los conocimientos previos utilizando
la memoria comprensiva en la solucién de
problemas.



Capitulo 1

(Generalidades

Este capitulo se dedica a recopilar algunas definiciones y resultados basicos
que seran utilizados en el desarrollo del texto. Estos pertenecen a varia-
dos topicos de las matematicas previamente estudiados, para consultas adi-
cionales hacemos un llamado al lector a consultar la bibliografia correspon-
diente. Ademads, se proponen una gran cantidad de ejercicios que permitiran
consolidar y repasar la parte tedrica.

Nota para el Estudiante

Los tépicos a desarrollar en el presente capitulo representan requisitos in-
dispensables para que el estudiante pueda afrontar con éxito el estudio de
la asignatura Analisis Matematico. Por lo tanto, el estudiante debe estar fa-
miliarizado con las definiciones y resultados de este capitulo ya que estos
representan conocimientos previos y son el punto de partida para el estudio
del Andlisis. Asi, invitamos a los estudiantes que tengan fallas en los topicos
resumidos en el presente capitulo a dedicar mayor tiempo en su estudio para
que de esta forma los conceptos y resultados lleguen a establecerse en un
esquema de conocimiento, formando parte de él, de esta manera cada estu-
diante estara en capacidad de aplicarlos adecuadamente.

Nota para el Profesor

Sugerimos al profesor aplicar una prueba que le permita diagnosticar cuales
son los topicos de este capitulo donde los estudiantes presentan la mayor
cantidad de fallas. Ademas, sugerimos que el profesor desarrolle un repaso
activo con el estudiante de todo el capitulo; destacando de manera primordial
los tépicos donde los estudiantes tengan mayores dificultades.
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1.1.

Generalidades

Notaciones Basicas

A continuacidon procedemos a enumerar las diversas definiciones y resultados
que forman parte de este capitulo.

1.2.

Los simbolos V, 3, :, A, V, expresan el significado de “para todo”,

“existe”, “tal que”, “y”, “o” respectivamente.

El conjunto IR' denota al conjunto de todos los nimeros reales posi-
t1vos.

La notacién ¢ = 1,n nos indicara que ¢ toma cada uno de los elementos
del conjunto {1,2,3,...n}.

El simbolo max A (respectivamente, minA) denota al elemen-
to maéximo (respectivamente, minimo) del conjunto A. Es de-
cir, max A > z (respectivamente, min A < z) para todo « en A.

La notacién [z] se refiere a la parte entera del nimero z, es decir,
[z] = n donde n satisface, n < z < n + 1, n es un numero entero.

Usaremos letras mayisculas A,B,C, etc, para denotar a los conjuntos y
las letras mindsculas a,b,c, etc, para denotar a los objetos o elementos
de un conjunto. Cuando un objeto esta en un conjunto A, escribimos
a € Ay en caso contrario escribimos a ¢ A.

Conjuntos

Cuando escribimos A # B, entendemos que A y B son conjuntos diferentes
y a # b representa a elementos diferentes.

1.

Se dice que un conjunto A es un subconjunto de B si todo elemento
de A es también un elemento de B y escribimos A C B.

Si A= B,esciettoque, ACB y BC A y también es cierto que,
st ACBy BC A,entonces A= B.

Nola 1.2.1.

Consideraremos un conjunto llamado vacio, denotado por @, el cual
se piensa como el conjunto que no tiene elementos. Se conviene en que
# C A, para cualquier conjunto A.
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2. Dados Ay B conjuntos, lareunién de Ay B (ver, Figura 1.1) denotada
por AU B se define mediante:

AUB={z: z€A o z€ B}.
Nota 1.2.2.
La palabra “o” en este contexto la entenderemos de esta forma:

€A o z€ B o =z estaen ambos.

3. Dados dos conjuntos A y B la interseccién de A y B (ver, Figura
1.1) denotada por AN B y la diferencia de A con respecto a B (ver,
Figura 1.1) denotada por A\ B se definen mediante:

ANB={z: c€A y z¢€ B}. (1)
AAB={z: z€A y z¢ B} (2)

4. La palabra “y” en este contexto la entenderemos de esta forma:
x estden Ay x estd en B simultaneamente.

5 Si AN B =1, diremos que A y B son conjuntos disjuntos.

Q=
[\Y

Figura 1.1: Operaciones entre conjuntos
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1.3. La Demostracion Matematica

1. En Matematicas el enunciado:
st p entonces gq,

simbolizado mediante p = q, significa que si p es cierto entonces q
es cierto. A p le llamaremos hipétesis y a q le llamaremos tesis, si
queremos probar un enunciado p = ¢, una forma es asumir cierta la
hipdtesis y concluir la tesis.

2. Dado un enunciado de la forma, si p entonces ¢, llamaremos contra-
rreciproco al enunciado,

st no q entonces no p,
simbolizado mediante (—q) = (—p).
1.3.1.
Si tenemos el enunciado,
si a € A entonces a°€ A,
su contrarreciproco es

si a®¢d A entonces ad A.
Nota 1.3.2.

Siempre un enunciado y su contrarreciproco son equivalentes, es decir
cada uno es verdad si y sélo si el otro lo es.

3. Algunos enunciados de la forma p = ¢q se pueden probar de ma-

nera mas simple usando el contrarreciproco (también conocido como
Método de Reduccién al Absurdo).

4. Ahora dado un enunciado de la forma si p entonces ¢ al enunciado de
la forma
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st ¢ entonces p,
lo llamaremos reciproco
1.3.3.

Sea n € Z, para el enunciado:
si n> 0 entonces n® # 0, (3)

su reciproco es

si n® # 0 entonces n > 0.
Nota 1.3.4.

Dado un enunciado su reciproco, no siempre es cierto (ver ejemplo

1.3.3).

5. Cuando se nos pregunta, si el reciproco de un enunciado es cierto o
falso puede suceder:

a) El reciproco es cierto y en tal caso es necesario dar una prueba
formal y general.

b) El reciproco es falso y en tal caso debemos dar un contraejemplo
para refutar el enunciado.

6. Algunas veces sucede que, p => ¢ y ¢ = p son ambos ciertos en
tal caso se escribe, p < ¢ (selee p si y sdlo si g). Cuando queremos
probar un enunciado de la forma, p < q debemos probarlo en dos

partes: (i) p=>¢q vy (ii) ¢ = p.

7. Una condicién suficiente para que n* £0 (n € Z) es que n > 0,
este enunciado es equivalente

n>0 =n*#0.

8. Una condicién necesaria para que n >0 (n € Z) es que n? # 0,
este enunciado es equivalente a n > 0 = n? # 0. Nétese que, la
condicién n? # (0 es necesaria pero no suficiente (;por qué?).



10.

11.

12.

Generalidades

Una condicién necesaria y suficiente para que n #0 (n € Z) es
que n? # 0. Asi, escribimos

n#0 & n?#0.

Supongamos que X es un conjunto y A C X. Sea p un enunciado
general sobre los elementos de X. Consideremos el enunciado:

Para ltodo © en A el enunciado p wvale.
Ahora, queremos negar el enunciado anterior, la negacién es:

Fziste un =z en A para el cual el enunciado p no wvale.
1.3.5.

Consideremos el enunciado: A C B, A y B conjuntos. Su negacion es:
existe * € A tal que =z & B.

Supongamos que deseamos probar un enunciado de la forma:
las proposiciones p,q y r son equivalentes.
Ser equivalentes significa: p < q, g< r y p & r, para probar el

enunciado es suficiente por ejemplo probar p = ¢ = r = p o cualquier
otra forma que complete un “circulo” ldgico.

Supongamos que deseamos probar un enunciado de la forma:
sip entonces ¢ o v (p= (qVr)),

es suficiente suponer p y (—r), y probar q y la otra posibilidad es
suponer p y (ng), y probar r.



1.4. FUNCIONES 7

13.

14.

1.4.

1.

1.3.6.

Sean [, y I, dos rectas distintas de un plano, entonces se verifica que o
[, es paralela a I, o bien Iy N I, = {p}.

Podemos probar el enunciado, suponiendo que /| no es paralela a [,
y probando que {;Nl; = {p} o suponiendo l;Nls # {p}, y probando [,
es paralela a [5.

Ahora queremos probar enunciados donde se involucra existencia. Por
ejemplo:

Dados dos nimeros naturales a y b (¢ # b), existe un ndmero na-
tural m tal que ma > b.

En este caso debemos exhibir un ndmero natural m que satisfaga
ma > b.

Si queremos probar un resultado donde se involucre unicidad. Por
ejemplo:

Si (Z,+) el grupo de los nimeros enteros, entonces 0 € Z es el
unico numero entero que satisface la propiedad 0+ n = n para todo
n € Z.

En general para estos casos de unicidad debemos suponer la existencia
de otro numero, digamos 0’ tal que 0'+n =n para todo n € Z.

Funciones

Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcién f de A en B,
denotada por f:A— B es un subconjunto del conjunto

Ax B={(a,b): a€ A y be B}
donde (a,b) = {{a}, {a,b}}, tal que:

a) Paracada a € A el par (a,b) € f, para algin be B y
b) si (a,b),(a,c) € f, entonces b=c.
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2. Il dominio de wna funcion f: A — 13 (ver, figura |.2) denotado por
D(f) se define mediante

Dify={veA: 3be B; (a,b) € [}.

3. El rango de una funcion [ A — I3 (ver, figura 1.2) denotado por
R([) se define mediante

Rfy={be B: Jae d: (a.b)e [}.
Cuando (r.y) € f escribimos y = f(x)}. Asi. podemos escribir
R(f)={ye B: y=fla) xe A}
do Sea [ A = B ouna luncion, si g € A se define la restriccion de [

a Ag denotada por fi4, mediante flq (x) = f(r) para todo r € A,
En este caso. también se dice que f es una extensién a A de [4,.

A
x '''' P
R ‘
b V(2 LY
A
A
e
[Figura 1.2: Tuncion
1.4.1.

L Tuesiones f A= B oy g (= D son ignales siy sdlo si
A=C.B=D v flr)y=g(r) para cada r & A.



.

[+ FUNCIONES
1.4.2.
Considérese las siguientes funciones:

Feol— IR

g: R - R
I ﬂ'{ — R™
[:IR* - IRT
m IR — IR

dada por  f(x)
dada por g(r) = r*
dada por hir)=r*
dada por (&) = &*
dada por m(x) = 2>

notese que, que las funciones f, g ho v m son diferentes tomadas dos
a dos. (Ver. figura 1.3) (;Por qué?)

v s F [ 2 ) h
|
> —l > >
X | 3.
|
l—_ El
¥ " J !
>

[Nigura 1.3: Funciones Polindmicas

Sca [:X = ¥

una funcién v A < X. El conjunto  fiA) se lama
imagen de

A bajo [ (ver. higural.4) y se define:

W ={yey y=Jlry red}
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6. Si BBCY elconjunto [7H(13) se llama imagen inversa de 3 hajo
S (ver. fignra 1.4) y se define:

1.4.3.

f X =Y
A& = O €== B

Figura 1.4: Imdgenes e hndgenes Inversas

Fn general no se verifica que f7'[f(A)] = A v que [[[~"(B)] = b.

Para ilustrar este hecho considérese el siguiente

1.4.4.
Sea [ : IR — R. dada por [f(r) = |r]. Sean Ap = [0.1]
By = — [, 1. facilmente se verifica que f_I[}{ [U l]_l] = i_— L. l] # (0. 1]
Vv gue j-[_f_il[—l. l]]] = [l] 1] # [—-L i}z
Nota 1.4.5.
o general para una huscion 0 A = 13 se verilica:

a) g C fTHf(AG)]. ¥V Ay A
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7.

b) flf~Y(Bo)] C Bo, V By C B.
c) f(0)=0.
d) f71(0) =10

Sean f: A — Byg:C — D funciones tales que f(A) C C. Entonces
se define la funcién composicién go f: A — D, mediante

(go f)(z) = glf(z)]-

Una funcién f: A — B se llama inyectiva si f(a) = f(b), implica
a=0b; 0 a#b, implica f(a)# f(b). La funcién f se llama sobreyec-
tivasi Rg(f) = By f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Nota 1.4.6.

Si f: A— B es una funcién biyectiva, existe una funcién de B en A
denotada por f~! llamada inversa de f que satisface fo f™! =ip
(f~! es lainversa por la derechadef) y f~lof =144 (f~!eslainversa
por la izquierda de f) (z4 es la funcién identidad en A y ip es la
funcién identidad en B). En general f es biyectiva si y sélosi f~! es

biyectiva.

Una operacién binaria en un conjunto A es una funcién sobreyectiva
f i1 Ax A — A. Por ejemplo; en IN podemos definir la operacién binaria
adicion + : IN x IN = IN mediante (n,m) = n + m.

Sean A e I conjuntos arbitrarios. Sea f : I — A una funcién, cono-
cemos que f es el conjunto {(a, f(a)): a € I'}. Usaremos la notacién
{fo}aer para designar a la funcién f definida en I y cuyo valor en
a € I es f(a). Una funcién { escrita de la forma {f, }acr se llama una
familia subindizada por /. Es necesario destacar que cuando usamos
la notacién de una familia subindizada {f,}ser para designar a una
funcién esta no debe confundirse con la notacién {f(«) : a € I}, pues
esta ultima representa el rango de la funcién f.
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Noto 1.4.7.

a) En el caso de una sucesién (infinita, ver seccién 1.7) de conjuntos
Ay, Ag, Az, - -+, la cual es una familia de conjuntos indizada por
el conjunto IN, escribimos (Ay).

b) Usando la notacién de familia subindizada podemos extender las
definiciones de unién e interseccién. Sea {A4}oes una familia de
conjuntos, entonces se define:

U AQZU{AO: ael}={z: z€ Ay para algin o €I}
a€l

m Aa:ﬂ{Aa: a€el}={z: z€ A, para cada a € [}.
o€l

1.5. Relaciones

1. Un concepto mas general que el de funcién es el de relacién. Ahora,
definiremos el concepto de relacién y consideraremos los tipos de rela-
ciones mas usadas en Matematicas a saber la relacién de equivalencia
y la relacién de orden.

Una relacién R de un conjunto A(# @) en un conjunto B(# ) es
simplemente un subconjunto de A x B, es decir, R C A x B.

2. Una relacién R en un conjunto A, se llama de equivalencia si R sa-
tisface:

a) (z,z) € R, Vze A.(Reflexiva)
b) (z,y) eR = (y,z)€ R. (Simétrica)
¢) (z,y),(y,2) eR = (z,2z) € R. (Transitiva)

Nota 1.5.1.

Algunas veces se usa el simbolo ~ para sustituir a % en una relacién
de equivalencia.
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3.

Dada una relacion de equivalencia ~ en un conjunto A, un elemento
z € A genera un conjunto Z llamado las clases de equivalencia
determinada por z y se define mediante:

T={y€eA: y~z}

Es claro por 1.5(2(a)) que z € T, ademas las clases de equivalencia
tienen la siguiente propiedad:

TNy=0 o T=7.
Es decir, dos clases de equivalencia o son iguales o son disjuntas.

En la prueba del resultado anterior se usan las nociones dadas 1.3(12).
Nota 1.5.2.

Dada una relacion de equivalencia en un conjunto A, se denota con
Aj. el conjunto de todas las clases de equivalencia determinada por
la relacién ~. De la propiedad dada en 1.5(3), se sigue que, elementos

diferentes en Aj. son disjuntos. Ademas, A = U z. (Verificarlo)
TE€EA|~

Una relacién & en un conjunto A se llama de orden (o de orden
lineal ) si & satisface:

a) z#y = (2,y) €T o (y,z) €S, Vz,y € A. (Tricotomia)
(y,2) € ¥ = 2 =y. (Antisimétrica)
€

b) (z,y)€S vy
¢) (z,2)€eQT vy (y,2) €T = (z,2) €3, Va,y,z € A. (Transitiva)
Nota 1.5.3.

Algunas veces se usa el simbolo < para sustituir a § en una relacion
de orden.

Una relaciéon < que satisface las condiciones (b),(c) de 1.5(4) y la
condicién (z,z) € ¥, Vz € A, se llama de orden parcial. Un conjunto
A con una relaciéon de orden < se llama linealmente o totalmente
ordenado vy si el orden es parcial se llama parcialmente ordenado.
Cuando se usa la notacién y > z se entiende que = < y.

Sea A es un conjunto ordenado a € A se llama elemento maximo de
A,s1 ¢ <a paratodo z € A.
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1.6. Los Numeros Naturales, Enteros y Prin-
cipio de Induccién

1. Los niimeros naturales IN pueden considerarse (intuitivamente) como
IN={1,14+1,1+1+1,...},demodoque 1 € N ysin €IN entonces
n + 1 € IN. Esta nocién surge de la idea intuitiva de que el conjunto
IN debe ser el menor conjunto con esta propiedad.

Un subconjunto no vacio A de IR se llama inductivo si para cada
z € A se verifica z +1 € A.

1.6.1.

R*Y, @ y Q son ejemplos de conjuntos inductivos.

El conjunto A = {1,1,%,1..} no es un conjunto inductivo. (;Por
qué?)

2. Sea A la coleccion de todos los subconjuntos inductivos de IR que
contienen a 1. Se define el conjunto de los niimeros naturales deno-

tado por IN mediante IN = ﬂ A.
A€A
Nétese que, IR es inductivo y que 1 € RT asi, IR € A. En

consecuencia, IN C IR*.
Nota 1.6.2.

Se deduce de la definiciéon que 1 € IN y IN es inductivo.

3. A continuacién presentaremos algunos ejemplos que ilustran la impor-
tancia de la induccién matematica.
Consideremos las proposiciones:

a) 140 es divisible por 5.
b) Todos los nimeros que terminan en cero son divisibles por 5.
Asi, de la proposicién particular (a) hemos obtenido la proposicion

general (b). Puede suceder que de una proposicién particular verdadera
obtengamos una proposicion falsa, por ejemplo:
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a) 140 es divisible por 5.

b) Todos los nimeros de 3 digitos son divisibles por 5.

En este caso de la proposicién particular (a) hemos obtenido la proposi-
cién general (b) que es falsa. La pregunta natural es jcémo debe uti-
lizarse la induccién en las Matematicas para llegar siempre a conclu-
siones justas? El método conocido como induccién nos dard la res-
puesta.

1.6.3.

Leonard Euler (1707-1783) estudié el trinomio
n® +n+ 41

Si sustituimos n por 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, obtenemos como resultado los
numeros 41, 43, 47, 53, 61, 83, 97 y 113 los cuales son numeros primos.
;Se puede concluir que si n € INU {0}, entonces n%+n +41 es un
numero primo? La respuesta es no, pues s6lo hemos destacado algunos
valores de n, nétese que, si n = 41, entonces 412 + 41 + 41 no
es un nimero primo. En conclusiéon, una proposicién puede ser valida
en una serie de casos particulares y no serlo en general. Asi, surge la
pregunta: si tiene una proposicion valida en varios casos particulares
y es imposible analizar todos los casos, jcuando se puede afirmar que
esta proposiciéon es valida en general? A veces se logra aplicando el
Principio de Induccién.

Principio de Induccién. Si INg es un conjunto inductivo de nimeros
naturales que contiene a 1, entonces INg = IN.

Nota 1.6.4.
Una forma equivalente del principio de induccién es la siguiente:
Una proposicion es vdlida para todon € IN si
(i) Es vilida paran =1y

(i1) si la proposicion vale para un nimero n = k entonces se deduce
que la proposicion vale paran = k + 1.
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Noia 1.6.5.

a) (i) y (ii) de la nota 1.6.4 se llaman base inductiva y etapa
inductiva respectivamente.

b) Es necesario destacar que en la prueba por induccién deben veri-
ficarse tanto la base inductiva como la etapa inductiva y en esta
debe suponerse como cierta “la proposicion vale para n = k”
(lamada hipdtesis de induccién) y probarse “la proposicion
vale paran =k + 17,

¢) Existen casos en los cuales se puede aplicar el principio de induc-
cién pero haciéndole algunas modificaciones a la base inductiva y
a la etapa inductiva. Por ejemplo existen proposiciones que son
validas a partir de un cierto n = kg, asi, la base inductiva debe
verificarse para dos valores consecutivos de n, como en el enun-
ciado 2" > n?. Otras veces la etapa inductiva se basa en que
la proposicién es valida no sélo para n = k, si no también para
n = k 4+ 1. En tal caso la base inductiva debe verificarse para dos
valores consecutivos de n, como en el enunciado

Stvg=2, vy =3 y vgp1 = 3vx — 2vk_; para todo k € IN,
entonces v, = 2" + 1.

Nota 1.6.6.

Se define el conjunto de los nimeros enteros denotado por Z me-

diante Z = (-IN)U {0} UIN donde (—~IN)={—n:n e N}

Si ACIN y A # 0, entonces A tiene un primer elemento, es de-
cir, existe a € A: a < p para todo p € A. (Este enunciado se llama
Principio del Buen Orden, se puede probar usando el principio de
induccion.)

Ahora queremos usar el principio de induccién, para atacar ciertas di-
ficultades asociadas a la definicién de funciones, por medio de repeti-
ciones indefinidas de una cierta operacién. Por ejemplo queremos definir,

para cada n € IN un numero real a® de tal manera que se verifiquen

las leyes usuales de los exponentes. Una forma. serfa escribir: a! = a,

a® = a - a, y asi sucesivamente. Pero surge un problema; la frase “y
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1.7.

1.

o

ast sucesivamente” es tan vaga que no puede aceptarse en una defini-
cién matematica. Esta dificultad es superada si definimos una funcién
f:IN = IR, donde f(n+1)=af(n). Como f CIN xIR queremos
estar seguros que tal f existe. El siguiente resultado nos garantiza
la existencia de f y sus propiedades, en lo que sigue este resultado nos
permitira construir definiciones por induccion.

Principio de Definicién por Recurrencia:

Sea X un conjunto no vacio y a € X. Sea F': X — X, una funcion.
Entonces exriste una unica funcion f:IN — X tal que

JW) =a y fln+1)=F[f(n)].

Conjuntos Numerables y no Numerables

Un conjunto A se llama finito si es @) o existe una biyeccién
f:A—1,n, para algin n € IN. Cuando A = (0 se dice que A tiene
cero elementos y en el segundo caso se dice que A tiene n elementos.

Consideremos el siguiente resultado:

Sea A un conjunto. Supongase que existe una biyeccion f: A — 1,n.
para algin n € N. Sea B C A (B # 0). Entonces no eziste una
biyeccion g : B — 1,n, pero existe una biyeccidn h: B — 1,m para
algin - m < n.

Nota 1.7.1.

Algunas consecuencias del resultado anterior son:

a) Si A es un conjunto finito no existe una biyeccién de A con un
subconjunto propio.

b) El nimero de elementos de A queda unicamente determinado por

A.

¢) Si B es un subconjunto de A y A es finito entonces B es finito.

d) IN no es finito.
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3. Un conjunto A se llama infinito si no es finito. El conjunto A se llama
infinito numerable si existe una biyeccion f: IN — A. Un conjunto
A se llama numerable si es finito o infinito numerable. El siguiente
resultado permite caracterizar a los conjuntos numerables.

Sea A un conjunto no vacio, las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Fziste una funcion sobreyectiva [ :IN — A.
b) FEriste una funcion inyectiva f: A — IN.

¢) A es numerable.

Nota 1.7.2.

a) El conjunto Z es numerable.

b) Si AC B y B es numerable entonces A es numerable.

¢) INxIN es numerable.

d) La unién numerable de conjuntos numerables es numerable, es

decir, si (A,) es una sucesién de conjuntos tal que cada A, n € IN
es numerable, entonces A = U A, es un conjunto numerable.

nEN

1.8. Ejercicios

1. Usar induccién para demostrar los siguientes enunciados.

12 4+ 3% + ..+ (2n —1)2 = 2@ l)Cntl)

a 3

<o

1 +z + x2+...+x"—zn+l”l, z # 1.

-1

n+tl
_ sen(%3)x nr
senz + sen2zx + ...+ sennr = Wsen( 5 ).

)
)
)
) (E4+1)" =2%(cos(ZE) + isen(%)).
)
)

)

au

e) 2" > 2n41 y 2" >nl

f) 0+a)*>14+na, a>-1, a#0 yn > 1. (Desigualdad de
Bernoulli)

4qn §2n!!

9w < G
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B (a+b)r =Y (1 )am*bk.

Verificar las leyes distributivas para la unién e interseccion de con-
juntos, ademas de las leyes de de Morgan.

Determinar cuales de los siguientes enunciados son validos para los
conjuntos A,B,C y D. Si la doble implicacién falla, determine cual es
la correcta y de un contraejemplo para la implicacion que falla.

a) ADCyBD>(C < AUBDC.

) ADCoBDOC < AUBDC.

) ADCyBDOC < AnNnBDOC.

) ADCoBDOC < ANBDOC.

) A\(A\ B)=B.

) AnN(B\C)=(ANB)\ (ANnC).

) AU(B\C)=(AUB)\(AUC).

) (AN B)U(A\ B)=A.

i) ADByBDODD=AxBCC(CxD.

)

o~

c

~ 0 R

> W

J

k) El reciproco de (i), asumiendo que A y B son no vacios.
) (AxB)U(CxD)=(AUC)x(BUD,).

m) (AxB)N(CxD)=(AnC)x (BNnD).

n) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).

7) (A\B)x(C\D) = ((Ax C)\ (B xC))\ (Ax D).
0) (AxB)\(CxD)=(A\C)x (B\D).

El reciproco de (i).

Escriba el contrarreciproco y el reciproco de los siguientes enunciados,
ademds determine cuales son ciertos.

4.1- Six < 0 entonces z2 — z > 0.

4.2- Si z > 0 entonces z? — z > 0.
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Sea A y B dos conjuntos de nimeros reales. Escribir la negacién de
cada uno de los siguientes enunciados:

a) Para cada a € A es cierto que a? € B.
b) Para algiin a € A es cierto que a® € B.
¢} Para cada a € A es cierto que a* ¢ B.
d) Para algiin a ¢ A es cierto que a® € B.

Sea I una coleccion no vacia de conjuntos. Determine la veracidad de
cada uno de los siguientes enunciados y sus reciprocos.

a) =€ Jyer A = paraalgin A€ T.
b) =z €Jser A = paratodo A€T.
¢) T €(\perA = paraalgin A€
d) z €()per A = paratodo A€T.

Escriba el contrarreciproco de cada uno de los enunciados del ejercicio

5.

Dados los conjuntos A,B y C. Expresar cada uno de los siguientes con-
juntos en términos de A, By C, usando los simbolos N, Uy \ .

D={z:z€Ay(ze Boze(C)}
E={z: (r€Ayz€eB)oxe(C}.
F={z:2€cAy(z€eB = z¢(C)}.

Sea A un conjunto de dos elementos, demuestre que p(A) (partes
de A) tiene cuatro elementos ;jCuantos elementos tiene p(A) si A tiene
un solo elemento? ; Tres elementos? ;Sin elementos? ;Por qué es p(A)
llamado la potencia de A7

Sea f: A — B una funcion. Sea A C Ay By C B.

a) Demuestre que f~!'(f(Ao)) D Aoy que la igualdad es cierta si f es
inyectiva. Dar un ejemplo para mostrar que la contencion puede
ser estricta.

b) Demuestre que f(f™'(By)) C Bo y que la igualdad es cierta si f
es sobreyectiva. Dar un ejemplo para mostrar que la contencion
puede ser estricta.
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11.

13.

14.

Sea f: A — B una funcién.

Demuestre que f~! preserva la inclusién, unién, interseccién y
diferencia de conjuntos.

Demuestre que f preserva solo inclusiones y uniones.

f(ENF) C f(E)YN f(F). Dar un ejemplo para ver que la desi-
gualdad puede ser estricta.

F(EN\ F) D f(E)\ f(F). Dar un ejemplo para ver que la desi-
gualdad puede ser estricta.

Determine que sucede si (b) se generaliza a uniones e intersecciones
arbitrarias.

Sean f: A— By g: B — C funciones.

Si Co C C. Pruebe que (go f)™}(Co) = f~1(g7*(Co))-
Si f y g son biyectivas pruebe que g o f es biyectiva.

Si go f es inyectiva o sobreyectiva ;Qué se puede decir acerca de
la inyectividad o sobreyectividad de f y ¢?

Sea f: A — B una funcién.

a)

Demuestre que si f tiene inversa por la izquierda, entonces f es
inyectiva y que si f tiene inversa por la derecha, entonces f es
sobreyectiva.

Dar un ejemplo de una funcién que tenga una inversa por la
derecha pero no por la izquierda.

Dar un ejemplo de una funcion que tenga una inversa por la
1zquierda pero no por la derecha.

;Puede tener una funcién mas de una inversa por la izquierda?
.Puede tener una funcién mas de una inversa por la derecha?

Pruebe que si f tiene una inversa por la izquierda g e inversa por
la derecha h entonces f es biyectiva y g = h = f~1.

Sea f : IR — IR 1a funcién dada por f(z) = z*® — z. Por una restriccién
apropiada del dominio y el rango de f, obtenga una funcién biyectiva
g. Dar el grifico de g y g7' (Existen varias posibilidades de escoger g).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Sea R una relacién en un conjunto A.Si Ag C A, defina la relacion
RN (Ag X Ap). Demuestre que la restriccién de una relacion de equi-
valencia es una relacién de equivalencia.

Encuentre el fallo de la siguiente demostracién que busca probar que
toda relacién R que es a su vez simétrica y transitiva es reflexiva:

“ Como R es simétrica aRb implica bRa. Como R es transitiva aRb
y bRa implica que aRa.”

Sea f : A — B una funcién sobreyectiva. Se define una relacién en A
colocando:

ap ~ ay st f(ao) = f(ay).

a) Demuestre que esta es una relacién de equivalencia.

b) Sea A* el conjunto de las clases de equivalencia. Demuestre que
existe una biyeccién de A* con B.

Probar que la restriccién de una relacion de orden es una relacién de
orden.

z
1—22

(a) Demuestre que la aplicacién f : (—1,1) — IR, dada por f(z) =
preserva el orden.

b t i6 = &
(b) Demuestre que la ecuacién g(y) v define una funcién

g: IR — (=1,1) que es la inversa por la izquierda y por la derecha
de f.

(a) Pruebe que si A es una coleccién de conjuntos inductivos la inter-
seccién de los elementos de A es un conjunto inductivo.

(b) Pruebe las propiedades basicas: 1 € IN , IN es un conjunto induc-
tivo, el principio de induccién para IN.

(a) Pruebe que @ € IN implica que a—1 € INU {0}.

(b) Pruebe que si n € IN, entonces no existe un a € Z tal que
n<a<n+l.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

(a) Pruebe por induccién que dado n € IN todo subconjunto no vacio
de {1,...,n} tiene un elemento maximo.

(b) Explique porque no se puede concluir de (a) que todo subconjunto
no vacio de IN tiene un elemento maximo.

Pruebe las siguientes propiedades de IN y Z.

a,beIN = a+beIN.
a,be IN = abe IN.

a)
)
¢) a,beZ = a+beLl.
)
)
)

<o~

au

a,be?Z = a—-bel.
a,beZ = abe Z.
x> 1 =147

3

f

Sea a € IR. Defina inductivamente a! =ay a"*!' =a", n € IN.
Pruebe que para n,m € INy ¢,b € R.

a'na'm — an-l—m
(an)m — anm
a”b" = (ab)™.

Estas son llamadas las leyes de los exponentes.

(a) Hacer una lista de todas las funciones f :{1,2,3} — {1,2,3,4}.
Pruebe que ninguna es biyectiva.

; Cuantas funciones inyectivas
(b) LC ’ f . . y .
f: {1,2,3,475,6,7,8} — {1,‘2,3,4,5,6,7,8,9,10}

existen?

Pruebe que si B no es un conjunto finito y B C A entonces A no es
finito.

Sea A un conjunto finito simplemente ordenado. Pruebe que A tiene
un elemento maximo. (Use induccién)
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28. (a) Pruebe que AU B es finito siy sélosi Ay B son finitos.
(b) Sea J # 0 . Pruebe que si J es finito y para cada A, , o € J es
finito entonces UaEJ A, es finito.

29. (a) Pruebe que A x B es finito si s6lo si A y B son finitos.
(b) Sea J # B. Pruebe que si J es finito y para cada A, , a € J es
finito entonces HaeJ A, es finito.

30. Demuestre que @ es numerable.

31. Determine cuales de los siguientes conjuntos son o no numerables.
Argumente su respuesta.
a) A= {f:{0,1} — NN}
b) B, = {f:{0,1,...,n} — IN}.
¢) C = U,en Bn
d) D = {f:IN — IN}.
e) E={f:-IN — {0,1}}.

32. Se dice que dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si eriste
una biyeccion entre A y B.
a) Pruebe que si B C Ay si existe una inyeccién f : A — B en-

tonces Ay B tienen el mismo cardinal.
b) Pruebe que si existen inyecciones f: 4 - Cyg:C — Aen-
tonces A y C tienen el mismo cardinal.
Nota 1.8.1.

El lector puede consultar [10],[11] y [21] de la bibliografia para profundizar
el estudio de los topicos de este capitulo.



“Ain los pueblos mds primitivos tienen un sistema
numérico; tal vez no pueden contar mucho mds
alld de cuatro, pero saben que dos cosas iguales mdas
otras dos de la misma especie son cuatro, y no sélo
algunas veces, si no siempre. A partir de este paso
fundamental, muchas culturas han construido sus
propios sistemas de numeracion, generalmente como
lenguaje escrito con signos convencionales similares.
Los babilonios, los mayas y los hindies, por ejemplo,
inventaron esencialmente el mismo sisterna para
escribir las cifras grandes como wuna secuencia de
digitos que usamos ahora, pese a que estas culturas
estaban tan distantes entre si en el tiempo y en
espacio”. Jacob Bronosvski

OBJETIVOS (Capitulo 2)

m Adquirir y aplicar las propiedades mas im-
portantes del conjunto de los nimeros reales.

= Estudiar los conceptos y propiedades relati-
vas a los extremos superior e inferior de sub-
conjuntos de nimeros reales.

» Adquirir y aplicar el Axioma Fundamental
del Analisis en la solucién de problemas.



Capitulo 2

Cuerpos. R Como Cuerpo
Ordenado y Completo

Existen muchos métodos para presentar un estudio de los nimeros reales.
Aunque desde el punto de vista practico la necesidad de los nimeros irra-
cionales que se les habia presentado a los matematicos griegos en sus estudios
de Geometria es s6lo a partir del siglo XIX donde se introducen los primeros
métodos apropiados para construccién de los nimeros reales a partir de los
numeros racionales. En ese siglo, més especificamente en el afio 1872, entre
otras se desarrollaron tres teorias :

1. La de Karl Weierstrass (1815-1897) la cual construye los nimeros
reales partiendo de un conjunto de nimeros racionales positivos {a,},
el cual denomina agregado y éste tiene la propiedad de que la suma
de cualquier nimero finito de elementos del agregado no supera a un
numero prefijado. Un agregado, por ejemplo, es una fraccion decimal.

2. La de Georg Cantor (1845-1918) la cual construye los nimeros
reales a partir de sucesiones convergentes de numeros racionales (ver,
ejercicio 15 del capitulo 4).

3. La de Richard Dedekind (1831-1916) para la cual un nimero real
queda determinado por el conjunto de nimeros racionales menores que
él (ver el ejercicio 15 del capitulo 4).
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En el ano 1889, el matemadtico italiano Giuseppe Peano (1858-1932)
presenté una version axiomdtica de los nimeros naturales a través de cinco
axiomas; tal planteamiento fue utilizado por otros matematicos como punto
de partida para la construccion total de los numeros reales.

En este capitulo introduciremos los nimeros reales por un método no

constructivo, utilizaremos el método axiomatico sobre el cual A.J White en
[21] escribe:

“Las ventajas de este método, llamado aziomdtico, son varias. En-
tre ellas apuntamos: certeza (o en todo caso, definicion del drea de
incertidumbre) acerca de la naturaleza precisa de la estructura que
se discute; economia, puesto que un sistema aziomdtico puede ser
realizado de varias maneras (esto es, pueden existir varios sistemas
matemadticos, aparentemente diferentes, que se ajusten al mismo es-
quema de axiomas) y, por lo tanto, un teorema demostrado en un sis-
tema puede implicar teoremas en diversos campos (...); penetracion,
ya que, variando el esquema de axiomas y observando el efecto que
se obtiene sobre el sistema, adquirimos una tdea del papel que cada
azioma desempena, individualmente.”

Asi, comenzaremos definiendo estructuras generales conocidas como cuerpos
y estas nos permitiran definir los numeros reales sin ambigliedad.

2.1. Cuerpos

Definicion 2.1.1. Un cuerpo es un conjunto K (# @), dotado de dos
operaciones binarias llamadas suma (+) y multiplicacion (-), cuyos elementos
satisfacen los siguientes ariomas:

1. z,ye€eIK =z+yecKVe,ye K. (Clausura para la suma)
r+y=y+z,Ve,y € K. (Conmutatividad de la suma)

t+(y+2z)=(z+y)+2Vr,y,z € K. (Asociatividad de la suma)

>

FEziste en IK un elemento llamado neutro para la suma, denotado
por 0 tal que £ + 0 = z, para todo x € IK.

5. Para cada z € K, existe y € IK tal que x+y = 0, y se llama opuesto
o inverso para la suma de z; y se escribe y = —z.
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6. z,yel K = z-yeK,Vz,y € K. (Clausura para la multiplicacion)
7. z-y=y-z,Vz,y € K. (Conmutatividad de la multiplicacion)

8 z-(y-2)=(x-y) 2,Vz,y,z € K. (Asociatividad de la multiplicacion)
9

FEziste en IK un elemento llamado neutro multiplicativo, denotado
por 1 (1 #0) tal que -1 = z, para todo = € IK.

10. Para cada x € IK, z # 0 existe y € K tal que z-y =1, y se llama

reciproco o inverso multiplicativo de z; y se escribe y = z71.

11. z-(y+z)=z-y+z- 2z, Va,y,z € K. (Distributividad)
Nota 2.1.2.

1. La terna (IK,+,-) denota a un cuerpo, ademas si IK tiene dos ele-
mentos o mas entonces 1 # 0.

2. Si queremos probar que un conjunto cualesquiera IK dotado de las
operaciones suma y multiplicacion es un cuerpo debemos verificar que
los elementos de IK satisfacen los 11 axiomas de la definicidon de cuerpo.

3. Lasuma z+ (—y) la denotamos por = —y y se llama diferencia
entre r e y.

4. La multiplicacién z -y~! la denotaremos por T yse llama divisién

(o cociente) entre x e y.

Algunas consecuencias de los axiomas nos las presenta el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Sea IK un cuerpo. Entonces
I. O0+z=2z,Vzel.

—(—z)=z,Vz € K.

El elemento neutro para la suma es unico.

Para cada = € IK su opuesto es inico.

S W e

r+z=y+z = z=y, z,y,z€ K.
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6. 1.z2=a,VeeclK y z1-2=1Ve(#0) €K

7. El elemento neutro multiplicativo es unico.

8. Para cada z(# 0) € IK su inverso multiplicativo es inico.

9. t=z & z=y zVyF#0) ek

10 z-z=y-2 y 2#£0 =z =y.

11. (z4+y)-z2=z-z+y-2Vz,y,z € K.

12. z-0=0VzelK y [r-y=0 = =0 o y=0].

13. (-z)-y=z-(-y)=—(z-y) y (-2)-(—y) =z -y, Vz,y € K.
Prueba: !

1. Se deduce claramente al aplicar los axiomas 2 y 4.

2. De los axiomas 2 y 5 se sigue que (—z)+z =z + (—z) = 0, para
todo =z € IK, en consecuencia, aplicando el axioma 5 obtenemos que

—(—z) =z.

3. Recordemos que en este caso queremos probar unicidad (ver 1.3(14)).
Supongamos que existe un elemento 0’ € K tal que £+ 0’ = = para
todo z € IK, en particular como 0 € IK, entonces 0+ 0 = 0 y por
I, 0/ +0 = 0, a la luz del axioma 4 concluimos que, 0 = 0, lo que
prueba la unicidad del 0.

4. Dado z € IK, sea y € IK un opuesto para x, es decir z + y = O.
Supongamos que existe un y’ tal que z +y’ = 0, a esta iltima igualdad
le sumamos y, aplicamos los axiomas 3 y 2; y de la primera ecuacién,
obtenemos que y’ = y, lo que prueba la unicidad de y.

5. Para obtener la conclusién de 5, basta sumar —z a ambos lados de
la ecuacién =+ z = y+ z y aplicar los axiomas 3,5 y 4.

6. La primera parte de 6 es inmediata de los axiomas 7 y 9. La segunda

parte de 6 se deduce de los axiomas 7 y 10.

1Se recomienda en cada paso indicar los axiomas y resultados utilizados
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7. Se prueba siguiendo un procedimiento similar a la prueba dada para

8. Se prueba siguiendo un procedimiento similar a la prueba dada para

4.

9. Noétese que, para todo y # 0 en IK.

< 1
== & Ty =z
Y
& y-(ylz)=y-z
& (y-y YHz=y-z
& lz=y-z
S r=yY-z

esto prueba 9.

10. [Esta parte puede probarse de manera analoga a como se probé 5 o
usando 9 esto es, s1 z # 0 en IK se sigue que

Tz = y-z
z-z
= =y
z
= (z-2)-z27'=y
= z-(z-27") =
= z-1=y
= z=y.

11. Es una consecuencia inmediata de los axiomas 7 y 10.

12. Claramente, « +y = z implica que y = 0. En consecuencia,
st £:0=2-(04+0)=2-0+2z-0, entonces z-0 = 0 para todo
z € K.
Para la prueba de la segunda parte de 12, usaremos las nociones dadas
en 1.3(12). Supongamos que z-y =0 y y # 0, probemos que z = 0.
Usando 10, obtenemos que z-y=0=0-y, (y #0), yasi, 2 =0.

13.  Veamos que, aplicando los axiomas (;jcuales?) y 4 se tiene

0=0-y=(—z+2)y=(—2)y+z-y = (-z)-y=—(z-y) ¥
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0=2-0=z-(y—y)=cz-y+tz-(-y) = z-(-y)=—(zy)
asi, obtenemos la primera parte.
Usando la primera parte y 2 se deduce que,

(—z) (~y)=-[z- (-] =-[-(z-y) =2y

2.1.4.

Consideremos IK; = {0,1}. En IK, las operaciones + y - se describen
mediante las siguientes tablas:

+(0]|1 - 101
0|0]|1 000
1|10 1|10(1

Veamos que (IK,, +, ) es un cuerpo.

Por definicion de las operaciones + y - es claro que K, satisface los
axiomas 1, 2, 6, y 7.

Como0+1=14+0=1 y0+0 = 0, entonces O es el elemento neutro
para la suma en IK; (axioma 4). (;Por qué el 1 no es el neutro para la
suma?)

Ahora, 0 +0=0 y 1+ 1 = 0, entonces cada elemento es su propio
opuesto. (Axioma 5)

Porser1-0=0 y 1-1=1 entonces 1 es el neutro multiplicativo.
(Axioma 9)

Como1l#0 y 1-1=1, entonces 1 tiene reciproco 17! = 1. Asi,
cada elemento distinto de 0 en IK, tiene inverso multiplicativo.

Para verificar que IK; satisface el axioma 3, es necesario comprobar las
ocho ecuaciones:

0+(0+40) = (0+0)+0; 1+(1+1)=(141)+1; 0+4(0+1) = (0+0)+1
0-+(140) = (04+1)40; 1+(0+0) = (14+0)+0; 1+(140) = (1+1)+0
1+4(0+1)=(14+0)+1; 0+(1+1)=(0+1)+1.

Para verificar que IK; satisface los axiomas 8 y 11, se procede como en
el caso anterior comprobando las ocho ecuaciones de cada caso.
Asi, (IKa,+,-) es un cuerpo.
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Definamos el conjunto de los nimeros racionales denotado por § me-
diante, @ = {2 : m,n € Z, n # 0}. En Q, las operaciones + y - se
definen:

+

m p_mgtn-p
nq_

— " a

3|3
RS
3|3
Q|

Luego (@Q,+,-) es un cuerpo. (Verificarlo)

El conjunto de los nimeros naturales IN con las operaciones suma y
multiplicacidén usuales no es un cuerpo. (En particular no satisface el
axioma 4).

El conjunto de los nimeros enteros Z con las operaciones suma y mul-
tiplicacion usuales no es un cuerpo. (jPor qué?)

2.2. Cuerpos Ordenados

Definicion 2.2.1. Un cuerpo ordenado IK es un cuerpo junto con un
subconjunto IP (llamado de elementos “positivos”) de IK que satisface los
siguientes ariomas:

12- Para cada a € IP se cumple una y solo una de las siguientes condiciones:

() a=0.
(12) a€lP.
(122) —a € IP.

13-a,belP =>a+beP.
1f-a,beP = a-belP.

Nota 2.2.2.

1.

2.

En un cuerpo ordenado IK, si escribimos —IP = {—a: a € IP} en-
tonces IK =P U {0} U (-1P).

El axioma 12 asegura que O ¢ IP.
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En un cuerpo ordenado IK, escribimos a < b (“a es menor b”) cuando
b—a € IP y escribimos a < b (“a es menor o igual que b”) cuando
b—a € IPU{0}. Si a < b (respectivamente, a < b) también escribimos
b > a (respectivamente, b > a). En particular, si « > 0, entonces z € IP
y se dice que x es positivo. Si ¢ < 0 entonces —z € IP y se dice que z
es negativo.

St a(# 0) € KK, entonces por el axioma 12, a € IP o —a € IP, en
consecuencia, por el axioma 14, ¢* =a-a € P o a* =(—a)(—a) € IP.
Asi, en cualquier caso a? € IP.

Ademas, por el axioma 9, 1 # 0, entonces 1 =1-1 € IP. Luego, por
el axioma 12, —1 ¢ IP y asi, —1 < 0.

Los axiomas 1 al 14 expresan que (IK,+,-,<) es un cuerpo ordenado
y dotan al conjunto JK de una serie de propiedades algebraicas y
de orden, que constituyen ideas familiares sobre la aritmética usual y
elemental de los numeros reales.

El estudio detallado de las propiedades de los cuerpos ordenados

constituye por si misma una materia de investigacion, pero para

nuestros objetivos sdlo necesitamos los cuerpos como un marco ideal
para analizar las propiedades del conjunto de los niimeros reales.

2.2.3.

El cuerpo IK; del ejemplo 2.1.4 no puede convertirse en un cuerpo
ordenado.

En efecto, si IK; fuera un cuerpo ordenado entonces IP = {1} (;por
qué?), luego por el axioma 13, 0 =1+ 1 € IP lo cual es un absurdo.

El cuerpo (Q,+,:) podemos dotarlo de un orden, definiendo
IP={€Q: m-ne N}, sepuede probar que IP satisface los
axiomas 12,13 y 14.

Teorema 2.2.4. Sea (K, +,:) un cuerpo ordenado y sean z,y,t,z € K.
Entonces

1.

La relacion < en IK es una relacion de orden lineal.(Es decir, la
relacion tiene las propiedades de tricotomia, reflexividad, antisimetria
y transitividad)
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2. z<y =zx+z<y+2Vzelk.

3. <y =z-z<y-zVz2>0.

4. z<y =>zx-z22y-2,Vz<O.

9. z<y & —y< -z

6. z2<y y z<t = z4+z<y+1i.

7 0<z<y y 0<2<t = z-2<y-1.

8 20 y y<0 = z-y<O0.

9. 1>0.

10. >0 = az'>0.

1. z>0 y y>0 = iZO.

12. 0<z<y = yl<azh

13. Sia,be K y a < b entonces a < aT"'b < b. En particular, si
a>0, entonces 0< 35 <a.

14. Sta€lK estal que 0 < a < e, para todo e > 0, entonces a = 0.

Prueba: ?

1. Veamos que < es una relacién de orden lineal. (Ver 1.5(4))

a) Sean z,y € IK entonces z —y € IK, luego por el axioma 12 ocurre
una y solo una de las siguientes condiciones:

(e—y=0 (w)z—yelP (i) —(z—y)elP.

En consecuencia, en cualquier caso ocurre una y sélo de las si-
gulentes condiciones:

Nz=y @(GF)y<z (1)z<y.

Asi, la relacion < satisface la propiedad de tricotomia.

2Se recomienda en cada paso indicar los axiomas y resultados utilizados
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2.

3.

4.

b)

¢)

d)
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Dado z € IK entonces z —x = 0 y por lo tanto, z € PU{0}. Asi,
r < z, por lo tanto la relacién < satisface la propiedad reflexiva.

Obsérvese que,
[z<y y y<z] =[y—zeclPU{0}y z—yeclPU{0}]

Si y—z€lP y —y €IP entonces por el axioma 13,
(y—z)+(z—y)=0€IP lo cual es absurdo.

Si y—z=0y z—yeclIP entonces z=y y z—y¢€ P, por
lotanto z —y =0 € IP lo cual es absurdo.

Elcasoy—z €IP y =z —y =0 es analogo al anterior.
Siy—z=0 y z—y=0 entonces x=y.

Asi, la relacion < satisface la propiedad antisimétrica.

La propiedad transitiva se comprueba de manera similar a la de-
mostraciéon dada en (c).

Noétese que, para todo z € IK,

r<y = y—zelPuU{0}
= [y—z€lP o y—a=0]
S 42— (c+2)€P o (y+2)—(:+2)=0)
= (y+z2)—(2+2z)elPu{o}
= z4+z<y+ =z

Obsérvese que, para todo z > 0,

<y = y—zelPU{0}
= [y—z€P o y—z=0]
= [z-(y—2z)€P o z-(y—2z)=0]
= [zry—z-2z€P o z-y—2z-2=0]
= z-y—z-z€lPU{0}
= z-z<z- y.

Para probar 4, basta ver que, z < 0 implica —z > 0 y luego se procede
como en 3.
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11.

12.

13.
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Basta multiplicar cada desigualdad por (—1) y aplicar 4.
Aplicando 2 se sigue que

<y =a+z<y+2] y [¢<t = z+y<t+y),
en consecuencia, aplicado 1 obtenemos que, z + 2 <y +1t.
Se procede como en 6 aplicando 3 y 1.
Este es un caso particular de 4.

Supongamos que 1 < 0.

Si 1 = 0, obtenemos una contradiccién (jpor qué?).

Si 1< 0,entonces —1 > 0. Luego, por 3, 1=(—-1)(—-1)> 0, lo que
es una contradiccion. Asi, 1 > 0.

De 9, se sigue que, z-z~! =1 > 0 en consecuencia, z~!' > 0 (en
caso contrario, por 8, z7! < 0 implica que 1 =2z -z7! < 0, lo que
contradice 9).

Aplicando 10 y 3 obtenemos que
y>0:>y_1>0:>:c-y—1:
Aplicado 11 se sigue que
O<zrz<y = y—z,z-y>0

y—

= > 0,

en consecuencia, > — 11’— >0.Asi y~ ! <zl
De 6, se sigue que,
20 =a4+a<a+by a+b<b+b=2>

Asi, 2a < a + b < 2b. Ahora, multiplicando cada miembro de la
desigualdad por 27! (2 = 1+ 1 > 0), concluimos que a < “Qﬂ < b.
Para ver el caso particular, basta tomar ¢ = 0 y aplicar la primera
parte.
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14. Supongamos que a # 0, por la hipétesis a > 0. Como la hipdtesis vale
para todo £ > 0, entonces tomemos € = 2. En consecuencia, a < % en
contradiccién con 13. Asi, a = 0.

|
Nota 2.2.5.
1. Por el teorema 2.2.4(1) se tiene que,
[z<y vy y<z]=za=y
Por otro lado,
r=y = [zt—y=0 y y—z=0]
= z—y,y—z¢€PuU{0}
= <y y y<«
En consecuencia,
c=y& [r<y y y<al

Es frecuente en el estudio del Analisis, probar igualdades de la forma
x =y, probando primero z <y y después y < z.

2. Como en un cuerpo ordenado IK, tenemos que 1 > 0 y de aqui se
sigue que:
1<1+1<1+141<---
por lo tanto, 1,1+1,14+1+4+1,--- € IK. Esto sugiere la idea de que
podemos considerar al conjunto IN de los niimeros naturales como un

subconjunto de K.

Para mostrar esto usaremos el principio de definicién por recurrencia
(ver 1.6(5)), tomando X = K, a =1 y F :IK - IK dada
por F(k) = k + 1. En consecuencia, podemos definir una funcién

fiIN—>IK dadapor f(l)=11y f(n+1)=f(n)+1.
Afirmacién 1 f(n + k) = f(n)+ f(k),Vk € IN.

En efecto, hagamos induccion sobre k.

Para k=1, f(n+1)= f(n)+1 = f(n)+ f(1).
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Ahora, supongamos que para k la afirmacion es valida y veamos que

fln+k+1)=f(n)+ f(kE+1).

Por la definicion de f y la hipétesis de inducciéon obtenemos que
Jntk+1) = fln+k)+ 1= f(n)+ f(k) + 1= f(n) + flk+1).

Asi, la afirmacion 1 es cierta.
Afirmacién 2 n <k = f(n) < f(k).

En efecto, como n,k € IN yv n < k, entonces k —n € IN. Sea
p = k — n, por la afirmacion 1, se sigue que:

k)= fln+p)=flp)+ f(n) = [(k)=[(n)=flk—n)

en consecuencia, f(k) > f(n) pues f(n) > 0 para todo n € IN. Por
lo tanto, la afirmacion 2 es cierta.

Ahora, por la afirmacidén 2 [ es inyectiva y en consecuencia, f define
una biyeccién de IN en f(IN) = N* = {1,1+1,14+1+4+1,---}.
Se conviene en identificar al conjunto IN* con IN y asi, podemos
considerar a IN como un subconjunto del cuerpo ordenado IK y de
aqui se concluye que todo cuerpo ordenado es un conjunto infinito.

3. En adelante usaremos la notacién, 1 =1,0=0 y a-b = ab.

4. Sea IK un cuerpo ordenado. Como IN C IK, de los axiomas 1,4y 5 se
sigue que:

(-N)u {0} UN C K,

donde (—IN) = {—n: n € IN}. Asi, podemos identificar al conjunto
Z de los numeros enteros como

Z = (~-IN)U{0}UN C K.

5. Dados IK cuerpo ordenado y m,n € Z, n
existe, n~' € IK. En consecuencia, mn™' = 2

conjunto

# 0, por el axioma 9
€ IK y por lo tanto el

{m: m,n € Z yn#O}C]K.

n
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Este conjunto es el menor subcuerpo ordenado de IK (;por qué?).

Ahora, podemos identificar al conjunto @ de los nimeros racionales
mediante:

Q:{%L—: m,n € Z yn;é(]}.

Asi, podemos considerar de manera natural que,
INCZcCQCIK.

Definicion 2.2.6. Sea IK un cuerpo ordenado ya € IK. El valor absoluto
de a denotado por |a| se define:

a st a>0
la| = 0 si a=0
—a st a<0

Teorema 2.2.7. Sea IK wun cuerpo ordenado y a € IK. Entonces

1. a| es u’ni,co elemento en IK no negativo tal que |a|* = a®.

2. |a| = max{a, —a}.

3. —la| <a<]a.
Prueba:

1. De la definicién de |a| se sigue que:

0<|a] y |af=d%
Ahora, veamos que |a| es el dnico elemento en IK tal que |a|* = a.

Supongamos que existe b € IK, b > 0 tal que % = a?. Es decir,

b* = |a|?, en consecuencia, b? — |a|* =0 y asi, (b— |a|)(b+ |a|) = 0.
Como a,b > 0 se sigue que b = |a|.

2. Notese que,

a>0 = mix{e,—a}=a=|q|
a<0 = —a>0

= max{a,—a} = —a=|al.

Asi, en cualquier caso |a| = maz{a,—a}.
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3. De 2, se deduce que,
lal>a y o] > —a

en consecuencia, al multiplicar por (—1) ambos miembros de la segunda
desigualdad obtenemos que:

la|]>a y —la| <a.
Por lo tanto, —|a| < a < |al.
i

Definieidn 2.2.8. Sea IK un cuerpo ordenado. Sean a,b € IK cona < b.
Se define un intervalo abierto (a,b) mediante

(a,b)={r€K: a<z<b}
El intervalo cerrado [a,b] es el conjunto
{zeK: a<az<b}.

Los intervalos semiabiertos se definen utilizando las desigualdades a <
r<b y a<az<b. Losintervalos infinitos se definen:

(a,00)={z €K: z>a}
[a,00) ={z € IK: z>a}
(—o0,a)={z€eK: z<a}
(—oo,al={ze€K: z <a}.

Se conviene en utilizar el intervalo (—oo,00) = IK.
Nota 2.2.9.

1. Podemos considerar {a} = [a,a] y @ = (a,a) como intervalos,
llamados intervalos “degenerados”.

o

Los simbolos oo y —oo fio pueden ser considerados como elementos
de IK y son de gran importancia en el estudio del Analisis.
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El intervalo (—oo0,00) pueden ser considerado como un intervalo
abierto v cerrado a la vez.

Sea I un intervalo no degenerado, nétese que, si a,b € I con
a < b, entonces a < x; = ‘—l—;Lb < b. Asi, ¢, € 1. En consecuencia,
podemos obtener una coleccién infinita

a+b 1 +0b _ Tp +b

Ty = 2 y L2 = 9 ) y Tn = 9 3

Como z, € I, para todo n € IN, entonces [ es un conjunto infinito.

Teorema 2.2.10. Sea IK un cuerpo ordenadoy a,z,y,z,6 € IK. Entonces

1. |z|=]|—z|

2. |z-yl=lal-ly|

5. 15 =H, y#0

{. |z|<a & [g<ay —2<a & —-a<z<a

5. lt—a|l<éd & a-d<r<a+d & z€(a—-4b,a+).

6. |z 4yl <lz|+yl.

7 lz—z|<|ze—y|+ |y —z|

8 x| =yl < =] = lyll < le—yl.

Prueba:

1. Siz >0 entonces —z <0 yasi,|—z|=—(~z)=2=|z|
Si ¢ <0 entonces —z >0 yasi, |— x| = —z = |z|. En cualquier
caso, |z|=|—z|.

2. Sizy ynoson 0, por el teorema 2§.7(1), obtenemos que,

lzyl? = (xy)* = 2*y* = |z|*|y/?
=[xyl — fz|*ly|* = 0
= ey|* = (lzlly])* =0
= (lzy| = [=(ly])(Jzy| + |z]|y[) = 0
= |-yl —lz|-y|=0

= |z-y|=|z| |yl

Los casos, en que z o y son 0, se resuelven directamente.
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i 1 (0L 1 _ L
Si y > 0, entonces / > 0. Asi, it y|l
Si y < 0, entonces s < 0. Asi, M=y = |;|

1

W Y # 0. En consecuencia, aplicando 2 para

En cualquier caso, |§| =
y # 0 se sigue que,

= ey =lal -y =zl || == = B

z
Y

1
y
Nétese que,

—a<lz<a & -alzx y z<lua
=3 a> -z Yy a>x
& a >zl

Por 4 y la definicion de intervalo se sigue que,

e —a|<d & —d<z—a<é
&S a—d<z<a+d
& € (a—4b,a+d).

Por el teorema 2.2.7(3)
=zl <z <z oy — ISy <yl

Luego,
—(lzl+lyD) L2 +y < 2|+ [yl-

En consecuencia, por 4 concluimos que
|z +y| < ||+ [yl
Para esta parte, basta ver que = —2z = (2 —y)+ (y — 2) y aplicar 6.
De 6 y 1 se deduce que
lzZl=lz—y)+yl<le—yl+lyl = l|el-lyl<|lz—yl (1)

yl=ly—z)+z[<ly—=zl+lz]l = —le—yl<I[z[-lyl. (2)

Ahora, por (1),(2),4 y el teorema 2.3.7(3) concluimos que,
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lz| = Jyl < lz] =yl < [z —yl.

Not. 2.2.11.

Si representamos geométricamente los elementos de un cuerpo ordenado IK
como puntos de una recta, entonces el valor absoluto |z — a| puede inter-
pretarse como la distancia del punto z al punto a. Ademas, z < y significa
que r esta a la izquierda de y.

El intervalo (a — §,a + 4); de centro a y radio 4, estd formado por
todos los puntos z € IK cuya distancia al centro e es menor que 4.

Es muy importante destacar que ninguna interpretacion geométrica puede
formar parte de una demostracion formal de un resultado en el estudio del
Analisis Matematico, ellas sélo deben ser utilizadas como un medio auxiliar
para facilitar la comprensiéon de una definicién o un resultado. Ademas, ellas
pueden sugerirnos algunas ideas de como atacar la demostracion de algin
resultado.

2.3. Conjuntos Acotados

Detinicion 2.3.1. Sea IK un cuerpo ordenado y A C K.

1. El conjunto A se dice que es acotado superiormente si existe un
b€ IK tal que =z < b para todo = € A. Es decir, A es acotado
superiormente si existe b € IK tal que A C (—o00,b]. (A b se le llame
una cota superior para A)

2. El conjunto A se dice que es acotado inferiormente si existe un
a € K tal que = > a para todo x € A. Es decir, A es acotado
inferiormente si existe a € K tal que A C [a,00), (A a se le llama una
cota inferior para A)

3. Fl conjunto A se llama acotado cuando A es superior e inferiormente
acotado. Es decir, existen a,b € K tal que a < x < b paratodo x € A.
En tal caso A es acotado, si existen a,b € IK tal que A C [a,b].
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AN

cotas inferiores coOtAs superiores
para A para A

Fignra 2.1: Cotas Superiores ¢ Infleriores

Nota 2.3.2.

[, Noétese que. si IN es cuerpo ordenado y A C I, entonces 4 es acotado
si v sdlo si existe A € IIX, &> 0 tal gne  |e| € & para todo x € A.

Ion efecto, $1 A es acotado entonces
Ja.belN: a<a<b Vred (3)

oIt Entonces, k> 0y

Sea k = max{|«

E>10>2b y a«>—la > —k. (4)

Luego. por (3) v (4) se concluye que x| < k. E) reciproco es evidente.

2. A C IN (IN cuerpo ordenado) no es acotado superiormente significa
qQuc.

V bel., dred: b«

Analogamente se puede escribir que significa que. A vo es acotado infe-
riormente en I 1 no esta acotado en uvn cuerpo ordenado I significa

que.

V ke, JveAd: |&] >k

3. Notese qne. en la definicidn de cotas inferiores v superiores queda abier-
ta la posibilidad de que un conjunto tenga muchas cotas inferiores v
SUPETIONes.
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2.3.3.

Consideremos el cuerpo ordenado @ y sea A ={: ne IN} C Q.
Entonces, 1, % y 2 son algunas cotas superiores para A y 0, —%, —1 son

algunas cotas inferiores para A. En consecuencia, A es acotado en Q.

Sea IK un cuerpo ordenado, todo intervalo (a, b] en IK es acotado, nétese
que a es una cota inferior (pero, (a,b] no tiene elemento minimo) y
b es una cota superior para (g, b] (en este caso, b = max((a, b])).

Considere el cuerpo ordenado @ y sea E = {1 +(—1)": n e IN} C Q.
Obsérvese que, si n = 1, entonces 0 € E.
Sin es par, entonces n > 2 y asi,
T+1<i+1=2

Si n es impar, entonces n > 3 y asi, % < %, en consecuencia, % -1
—1 = —(%). Por lo tanto, 2 es una cota superior para E. Ademds,
= max F. Se sugiere al lector, analizar si F tiene alguna cota inferior.

< %, en consecuencia,

B { Lo |

Sea IK un cuerpo ordenado. Consideremos el intervalo (0,00) en IK,
(0,00) no es acotado superiormente en IK.

En efecto, dado b € IK arbitrario veamos que existe z € (0,00) tal
que 1 >b.

Si b > 0, entonces b € (0,00) y 2b > b. Luego, 2b esta en (0,00). Asi,
basta tomar z = 2b.

Si b < 0 entonces cualquier z € (0, 00) satisface que x > b.

En conclusién, (0,00) no es acotado superiormente en K.

El conjunto IN de los numeros naturales, no es acotado superiormente

en Q).

En efecto, dado r = 7 € @) arbitrario veamos que existe p € IN tal que
p>=.
Claramente,

fm|+1€eN y |m|+1>1.

Ahora, |m|+ 1> 7 (considere los signos de m y n). En consecuencia,
p = |m| + 1, satisface lo que queriamos.
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2.4. Cuerpos Arquimedianos

Teorema 2.4.1. Sea IK un cuerpo ordenado. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. INC K no es acotado superiormente.

2. Dados a,b€ K cona >0, existen € N tal que n-a>b.

3. Dadoa>0 enIK, existe n € IN tal gue n—1<a<n.

4. Dadoa >0 enIK, existe n € IN tal que 0 < + < a. (Ver, Figura 2.2)

5. Dadoa >0 en K, eriste n € IN tal que 0< 55 <a.

Prueba: Probaremos 1=2=3=4=5=1.

(1 = 2) Por la hipétesis, IN no es acotado superiormente en IK, entonces 2—

no es una cota superior para IN, es decir, existe n € IN tal que n > g En
consecuencia, n - a > b pues, a > 0.

(2 = 3) Dado a > 0, por 2 el conjunto A = {m € IN: a < m} es no
vacio (para ver esto basta tomar a=1 en 2) y esta contenido en IN. Entonces
por el principio del buen orden (ver 1.6(4)) existe n € IN tal que n = min A,
por lo tanto, n —1 < a < n.

(3 = 4). Dado a > 0, entonces + > 0. Por 3, existe n € IN tal que

n—1< i < m, en consecuencia, i < n.

(4 = 5). Dado a > 0, por 4 existe n € IN tal que
1
— < a. (5)
n

Ahora, como n < 2" para todo n € IN (verificarlo por induccién), entonces

— < - (6)

Luego, por (5) y (6), 5 es cierto.
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(5 = 1). Dado a € K. Si a < 0, entonces a no puede ser una cota su-
perior para IN.

Si a > 0, entonces i > 0 y por 5, existe n € IN tal que 2%, < ;11- Asi, a < 2™
Como 2™ € IN, se sigue que a no es un cota superior para IN. En cualquier
caso IN no es acotado superiormente. [ ]

Figura 2.2: Propiedad Arquimediana

Nora 2.4.2.

1. Un cuerpo ordenado IK se llama arquimediano cuando satisface una
de las afirmaciones del teorema 2.5.4.

2. Por el ejemplo 2.4.3(5), @ es un cuerpo arquimediano.

3. Analogo a como se prob6 5 en el teorema 2.5.4, se puede probar que
un cuerpo ordenado IK es arquimediano si y sélo si dado a > 0 en K
existe un n € IN tal que 7z < a (ko > 2 es un elemento fijo en IN).

0

2.5. Cuerpos Completos

Hasta ahora sélo hemos estudiado las propiedades algebraicas y de orden de
un conjunto IK. En lo que sigue abordaremos el estudio del axioma funda-
mental del Analisis.

Definicion 2.5.1. Sea IK un cuerpo ordenado y A C IK acotado superior-
mente en IK. Un elemento en b € IK se llama supremo de A, denotado por
b=sup A, si b es la menor de las cotas superiores para A. (Ver, Figura 2.3)
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i 2.5.2.

De la definicion se deduce que:

b =supA <& (i) b es una cota superior para A y (ii) si &' es
otra cota superior para A, entonces b < b'. (Ver Figura 2.3)

Noétese que, la condicién (i) nos dice que b es una cota superior para A
y (ii) nos dice que b es menor o igual que cualquier otra cota superior
para A.

De la definicion de sup A se sigue que:

(z) z <supA, Ve e A.

(i7) ¢>x, V€A = supA<ec

(112) c<supA = dz € A: ¢ <z (En caso contrario, si para

todo x € A ¢ > z, entonces ¢ es una cota superior para A. Como
¢ < sup A esto contradice (i) de 1.)

Si A = 0, entonces todo b € K es una cota superior para A. (Al
contrario, si existe b € IK que no es una cota superior para A, entonces
existiria un z € A tal que £ > b, lo cual es un absurdo).

De la definicion de sup A, es claro que sup A puede o no estar en el
conjunto A. Ademds, si un conjunto A tiene supremo, éste es tnico.

En efecto, si b y ¢ son supremos de A, entonces por 1(i) a y b son
cotas superiores para A. En consecuencia, por 1(ii) ¢<b y b<cy
asl, b = c.

Afirmamos que si b= max A, entonces b = sup A.

En efecto, es claro que si b = maéax A, entonces b es una cota supe-
rior para A. Por otro lado, si & es otra cota superior para A, como
b€ A, entonces & > b. Asi, b = sup A.

Cuando un conjunto A no es acotado superiormente, convendremos que
sup A = oo.
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int sup

1L {1 | ]

Iignra 2.3: infimo v Supremo

2.5.3.

[, Para A ={1: ne N} del ejeplo 2.4.3(L), sup A = L, pues
= max A.

2. Para A = (a,b] del ejemplo 2.3.3(2), sup A = b (jpor qué?).

3. Para B ={X4(=1)": n e N} dc) cjemplo 2.4.3(3). sup E = 3 (jpor

qué?).

4. Sea A = (. b) un intervalo en un cuerpo ordenado B Afirmamos que
sup A =b.

lin efecto. claramente b es una cota superior para (a. b).

Supongaimnos que b no es menor de las cotas superiores para («.b). Iis

decir. existe O € X cota superior para (a.b) tal que b < b. Como
B4b o5 tal que b < g < b, entonees xy € (@.0) ¥ esto contradice

>

Ly =
¢l supuesto de que b es una cota superior para (a,b). Por lo tanto. b
es la menor de las cotas superviores para (u. b).

Ilp este caso, sup A =b¢ 4.

2.5.4. Sea IN un cuerpo ordenado y A C U acotado inferior-
venle . IN. Un elemento en a € X se UHama infimo de A. denotado por

a = inl A &0 es la mayor de las colus inferiores pura A. (Ver. Figura 2..3)
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Naota 2.5.5.

o

De la definicién se deduce que,
a=1infA & (i) a esuna cota inferior para A y (ii) si @’ es otra cota
inferior para A, entonces a > a'. (Ver, Figura 2.3)

Nétese que, la condicién (i) nos dice que a es una cota inferior para
Ay (ii) nos dice que a es mayor o igual que cualquier otra cota inferior
para A.

De la definicién de inf A se sigue que:

() z > inf A, Vz € A.

(i2) ¢c<z, V€A = mfA>c

(1) e>infA = dJz€A: ¢>z. (En caso contrario, si para

todo x € A ¢ < z, entonces c¢ es una cota inferior para A. Como
¢ > inf A esto contradice (ii) de 1).

Si A = 0, entonces todo a € IK es una cota inferior para A. (Al con-
trario, si existe ¢ € IK que no es una cota inferior para A, entonces
existiria un = € A tal que z < q, lo cual es un absurdo).

De la definicién de inf A, es claro que inf A puede o no estar en el
conjunto A. Ademads, si un conjunto A tiene infimo, éste es unico.

Afirmamos que si a = min A, entonces ¢ = inf A.

En efecto, es claro que si @ = min A, entonces a es una cota inferi-
or para A. Por otro lado, si a’ es otra cota inferior para A, como a € A,
entonces a’ < a. Asi, a = inf A.

Cuando un conjunto A no es acotado inferiormente, convendremos que
inf A = —oo. Asli, cuando un conjunto A no esta acotado inferior ni
superiormente, entonces sup A = o0 e inf A = —o0.

2.5.6.
Para A = {+: € IN} del ejemplo 2.3.3(1), inf A = 0.

En efecto, como 0 < % para todo n € IN, entonces 0 es una cota
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infertor para A.

Ahora, supongamos que 0 no es la mayor de las cotas inferiores para
A. Es decir, existe a en @ tal que, o es una cota inferior para A y
0 < a. Por ser @ arquimediano, existe n € IN tal que i < «a, pero

esto contradice el supuesto que a es una cota inferior para A. Asi,

infA=0¢ A

2. Para (a,b] del ejemplo 2.3.3(2), inf(a,b] = a. Para probar esto se pro-
cede de manera similar al ejemplo 2.5.3(4).

3. Para E={1+(-1)": €IN} del ejemplo 2.3.3(2), inf E = —1.

En efecto, —1 es una cota inferior para E (jpor qué?).

Ahora, supongamos que —1 no es la mayor de las cotas inferiores para
E. Es decir, existe a € @ cota inferior para F, tal que —1 < «. Como
a+1 >0, existe n € IN (n impar jpor qué?), tal que % < a+1. Asi,
717 —1 < a y por lo tanto % —1 € E lo que contradice el supuesto de

que « es una cota inferior para E. En consecuencia, inf £ = —1.

4. Sea A = (a,b) en un cuerpo ordenado IK. Afirmamos que inf A = a.
Para ver esto, proceder como en 2.

Nota 2.5.7.

La laguna mas profunda de los numeros racionales, en el campo del Analisis
Matematico es la que existen conjuntos no vacios de nimeros racionales aco-
tados superiormente que no poseen supremo. Este hecho esta estrechamente
relacionado a la inexistencia de numeros racionales cuyo cuadrado sea 2.

Se especula que una de los primeros nimeros irracionales descubierto fue
V2, partiendo del problema de encontrar medidas de lados de tridngulos.
Asi, podemos destacar que los pitagoricos conocian la prueba rigurosa de la

irracionalidad de /2.

Teorema 2.5.8. No existe nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

. . m m 2 __ .
Prueba: Suponga?mos que ejmste =€ Q tal que (n) = 2. Podemos asumir
que m y n son primos relativos (es decir, el unico divisor comuin entre m y
n es 1). Asi, m? = 2n? y en consecuencia, m? es un nimero par. Como m?
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es un numero par, entonces m es un numero par (verificarlo), luego m = 2k
para algin k € IN. Por lo tanto, n? = 2k? y asi, n? es un nimero par. En
consecuencia, n es un nimero par. Por lo cual hemos obtenido, que n y m
tienen a 2 como divisor comuin en contradiccién con el supuesto. Luego, el
teorema es cierto. |

El siguiente ejemplo muestra que existen subconjuntos de mimeros racionales
no vacios acotados superiormente que no tienen supremo en @.

2.5.9.

Sea A={peQ: p>0 y p* <2} Afirmamos que, A # (), A es acotado
superiormente y A no tiene supremo en Q).

En efecto, claramente, 1 € Ay asi, A # (.
Ademas, A C [0,2] C @, entonces A es acotado superiormente en .

Ahora, supongamos que existe r € @) tal que r = sup A.
Veamos, que r? < 2 y 2 > 2 son imposibles.

Sea r? < 2. Queremos hallar ¢ € A tal que ¢ > r esto conduciria a una
contradiccion, pues r = sup A.

Para hallar ¢, podemos establecer un proceso de busqueda, como 7:—2 < =
entonces para g =71 + 717 se tiene que,

) N>, 2r 1, 20 1
¢=\rt+—} =r"+—+ <"+ —+—.
n n n n n

sop2 4 20 L 1 2-r2
Si 7+ < 4 = <2, entonces 7 < o

Como Q) > ;;{i >0 y @ es arquimediano, existe n € IN tal que 1 < %
En consecuencia, g =7 + ;11_ satisface que g € A y ¢ > r lo cual es absurdo,
pues 1 = sup A. Por lo cual, el caso r? < 2 no es posible.

Sea r?

> 2. Queremos hallar ¢ € @ tal que ¢ < r y ¢ una cota superior
para A, de nuevo esto conduciria a una contradiccion, pues r = sup A.

Igual a como procedimos anteriormente, podemos establecer un proceso de
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biisqueda, como 25 > 0, entonces para ¢ = r — 1 obtenemos que:
? n ? n

Sir?— 2 > 2 entonces X<

Como @ > r22:2 >0 y @ es arquimediano, entonces existe n € IN tal que
1 r2—2

n < 2r . .

En consecuencia, ¢ = r — L satisface que ¢ < r y ¢*> > 2, por lo que para

cada p € A se tiene que (r — 2)? > p? y en consecuencia, r — £ > p (;por
qué?). Asi, q es una cota superior para A, lo cual es absurdo pues r = sup A.
Por lo cual, el caso 72 > 2 no es posible.

Ahora, por tricotomia (ver axioma 12) sélo queda r? = 2, pero esto con-
tradice el teorema 2.5.8. En conclusién, A no tiene supremo en Q.

Nots 2.5.10.

El ejemplo 2.5.9 sugiere de manera natural que debe existic un cuerpo or-
denado en el cual todo conjunto no vacio acotado superiormente tenga
supremo. Dicho cuerpo por ser ordenado debe contener a @ y en él existira un
r tal que r? = 2.

Definicion 2.5.11. Un cuerpo ordenado IK se llama completo si todo sub-
conjunto de IK no vacio y acotado superiormente tiene supremo en IK.

Teorema 2.5.12. Sea IK un cuerpo ordenado y completo. Entonces

1. Todo conjunto A no vacio acotado inferiormente en IK tiene infimo en

K einfA = —sup(—A).
2. K es arquimediano.
Prueba:

1. Notese que,

A#0 = —A={-z:z€A}#9,
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Note

2.

y como A es acotado inferiormente en IK, entonces existe ¢ € IK tal
que a < x para todo * € A, en consecuencia, —a > —z para todo
z € A. Asi, —A es acotado superiormente IK. Como IK es completo
existe b € IK tal que b = sup(—A). Claramente —b es una cota inferior
para A. Supongamos que —b no es la mayor de las cotas inferiores para
A, es decir, existe ¢ en IK cota inferior para A tal que —b < ¢. Luego,
—c < by por la nota 2.2.5(2(iii)) existe —z € —A tal que —¢ < —z.
En consecuencia, z < ¢ (z € A), lo que contradice el supuesto de que
¢ era una cota inferior para A.

En conclusion, A tiene infimo e inf A = — sup(—A).

Para ver que IK es arquimediano basta probar que IN no es acotado
superiormente en IK.

Supongamos que IN es acotado superiormente en IK. Como IN #
y IK es completo existe b € IK tal que b = sup IN. En consecuencia,
n+1<b paratodon € Nyasi,n<b—1<b paratodon & IN. Es
decir, b—1 es una cota superior para IN menor que b lo cual es absurdo.
Por lo tanto, IN no es acotado inferiormente en IK.

2.5.13.

Es claro que existen cuerpos arquimedianos que no son completos, como
por ejemplo Q.

Se puede probar facilmente que un conjunto A es acotado inferiormente
en un cuerpo ordenado IK si y sélo si —A es acotado superiormente

en IK.

El siguiente teorema es de gran aplicacién en la practica, pues nos da una
condicién equivalente a la definicién de supremo. (Ver, Figura 2.4)

Teorema 2.5.14. Sean IK un cuerpo ordenado y completo, A C K yb € K.
b=sup A sty sdlo st

(1) b es un cota superior para A y

(it) para cada (€ IK) > 0 eziste x = z(b,e)* € A tal que b—¢ < .

Prueba:
(=) Supongamos que b = sup A, probemos que las condiciones (1) y (ii) son

3Esta notacién indica que z depende de b y de ¢.
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clerlas.

Bs evidente por la hipétesis, que (1) es cierla.

Ahora. dado > 0. b—= < b y por la nota 2.5.5(2(it)) existe r € A tal que
b— = < . Asl, (11) es cierta.

(<) Supongamos que las coudiciones (1) y (ii) son cicrtas y probemos que
h = sup A.

Por (1), b es una cota superior pata A.

Ahora. supongamos que & 1o es la menor de las cotas superiores para A, B
decir, existe ¢ € IN cota superior para A tal que ¢ < b. Como Ja condicion
(11} vale para todo ¢ > 0 debe valer para - = b — ¢. entonces existe « & A tal
que ¢ = b—(b—c¢) < 2. pero esto contradice el supuesto de que ¢ es una cota
superior para A. En consecuencia b = sup A. i

Figura 2.4: Caracterizacion del Suprento

Nota 2.5.15.

Andlogo al Lcorema 2.5.14 se puede establecer una cavacterizacién para el
mfimo de un conjunto A en un cuerpo ordenado y completo a saber:

a= 10l A& (i)u es una cola superior para A y
(WWVex>0dao=x(e,s)EAx<a+te

2.5.16. Seo IK un cuerpo ordenado y completo, Sean A, B C N,
Ay B no vaclos. Definamos A+ B=Ja+b: a€cdybe B}.

[ ScA y B lienen supremo. eutonces A+ B liene supremo y
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sup(A + B) = sup A + sup B.

2. Si A y B tienen infimo, entonces A+ B tiene infimo e
inf(A + B) = inf A + inf B.
Prueba:
1. Sean a =sup A y b= sup B, entonces
[r<a,VzeEA y y<bVyeB] = z+y<a+bdVzx+yec A+B.
Asi, A+ B es acotado superiormente en IK y a + b es una cota superior
para A+ B. Ademas, A, B # () implica que A+ B # 0. En consecuencia,
por la completitud de IK existe ¢ € IK tal que ¢ = sup(A + B). Ahora,
probemos que ¢ = a + b.
Aplicando el teorema 2.5.14, para a y b obtenemos que, dado ¢ > 0
arbitrario (asi, 5 es también arbitrario) existen x € A, y € b tal que
< b— = <
a— =<z i - = .
2 vy omgsd
En consecuencia,
E €
D (G4 <aty
(a +b) 5 + 5) <% +y
Asi, existe z = ¢ +y € A+ B tal que
(a+b)—e< 2.
Ademas, como a + b es una cota superior para A + B, a la luz del
teorema 2.5.14 se sigue que, a + b =sup(A+ B) = c.
2. Sean a = inf Ay b = inf B. Claramente, los conjuntos —A y — B son no

vacios y acotados superiormente en IK, como IK es completo, existen
o, € K tal que a = sup(—A) y 8 = sup(—B). Luego, por 1

a+ f =sup[(—A) + (- B)] = sup[-(A + B)].

En consecuencia, —a — 3 = — sup[—(A+ B)]. Entonces, por el teorema
2.5.12(1)
inf(A+ B) =a+b=inf A+ inf B.
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Ahora, estableceremos el axioma fundamental del Analisis el cual dota al
conjunto de los nimeros reales de una propiedad diferente a la dada por los
catorce axiomas anteriores y su profundidad e importancia sé6lo fue percibida
a finales del siglo XIX, siendo ademas un axioma de contenido poco intuitivo,
pero, de tal magnitud que transforma un sistema meramente algebraico en
un sistema que es la materia prima del Analisis Matemadtico. Asi, quedara
comprobado en el desarrollo de todo este material que todo resultado signi-
ficativo del Analisis Matematico tiene sus origenes en el axioma 15.

Axioma 15. Axioma Fundamental del Analisis
Eziste un cuerpo ordenado y completo, IR, llamado de los nimeros reales.

Nora 2.5.17.

1. En lo que sigue usaremos todas las propiedades de IR que se deducen
del hecho de ser un cuerpo ordenado y completo.

2. De la nota 2.5.10, se sigue que existe r € IR tal que r? = 2, este nimero
se representa por /2 y por el teorema 2.5.8, /2 ¢ Q.

Teorema 2.5.18. I C R es un intervalo (no degenerado) si sélo st para
todo x,y € I con z < z < y implica z € I.

Prueba:
(«<=) Supongamos que le condicién es cierta y probemos que I es un intervalo.

Caso 1. I es acotado en IR.
Por el axioma 15, existen a =infl y b= sup/.

Sia,b € I, entonces [a,b] C [ y claramente I C [a,b].
Asi, I = [a,b].

Siael y b¢ I, entonces I C [a,b).

Sea z € [a,b), si x = a, entonces ¢ € [ y asl, [a,b) C [I.

Luego, I = [a,b)

*Siinf] = a < ¢ < b = supl, entonces por la notas 2.5.2(2(iii)) y
2.5.5(2(ii1)) existen y,z € I tales que z < x < y. Luego, por la hipétesis

z € [ y en consecuencia, [ D [a,b).
Por lo tanto, I = [a,b).

Sia¢gl y be I, entonces procediendo como antes vemos que I = (a,b].
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Siagl y b¢d I, veamos que I = (a,b).
Claramente, I C (a,b).
Si z € (a,b), entonces procediendo como en

I = (a,b).

*, vemos que (a,b) C [ y asi,

Caso I1. I no es acotado superior ni inferiormente. En este caso, inf I = —o0
y sup [ = oo y evidentemente, [ = (—o00, 00).

Caso III. T es acotado superiormente pero no inferiormente. En este caso,
infl] =-o00 y supl =b.

Si be I, entonces (—o00,b]JC I y como, I C (—00,b], se sigue que,
I = (—o00,b|.

Si b ¢ I, entonces I C (—o0,b).
Sea z € (—00,b), entonces z < b = sup I. Luego, por la nota 2.5.2(2(iii))
existe y € I tal que

T <y. (7)

Ahora, como I no es acotado inferiormente en IR, para z € IR existe z € [
tal que

z <. (8)

En consecuencia, por (7),(8) y la hipotesis se sigue que = € I y por lo tanto,

(—o0,b) C I. Asi, I = (—o0,b).

Por dltimo los casos supl = oco einfl = a, que conducen a los casos
I =[a,00) e I =(a,00) se prueban de manera analoga al caso anterior.

(=) Siles un intervalo, entonces en cada caso I satisface que, z,y € [y
T <z <y, implica z € I. [ |

efinicion 2.5.19. Los elementos del conjunto R\Q (es decir, los nimeros
reales que no son racionales) se llaman niimeros irracionales.

Teorema 2.5.20. La raiz cuadrada de un nimero natural n que no es un
cuadrado perfecto (es decir, n # m? para todo m € IN) es un nimero
irracional.
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Prueba: Supongamos que /n € @, en consecuencia, /n = fz_)’ donde pode-
mos asumir que p y g son primos relativos y ademas g # 1 (en caso con-
trario, si ¢ = 1 entonces n seria un cuadrado perfecto en contradiccién con
la hipétesis). Luego, nqg = %2 y por el teorema de Euclides ¢ seria un divisor
de p diferente a 1 en contradiccién con la hipétesis. Por lo tanto, el teorema
es cierto. [ ]

Nore 2.5.21.

Procediendo de manera similar a la prueba del teorema 2.5.20, se puede
probar que:

VmgIN = YmgQ (n,meN).

2.6. Conjuntos Densos y Numerables

Definicion 2.6.1. Un subconjunto A en IR se llama denso en R, cuando
dados xz,y € R con z < y existe z € A tal que v < z < y. Es decir, A es
denso en IR cuando dado un intervalo (z,y) en R se verifica que,

AN (z,y) # 0.
Teorema 2.6.2. Los conjuntos @ y IR\Q son densos en R.

Prueba:
(1) Probemos que @ es denso en R. Es decir, dados z,y € IR con = < y

veamos que existe r € @ tal que x < r < y.

Caso I. £ > 0. Como IR es arquimediano, para y — z > 0, existe n € IN
tal que y_% < n. En consecuencia,

ny > 1 + nz. (9)

Por otro lado, como nz > 0, por la propiedad arquimediana de IR, existe
m € IN tal que

m—1<nz<m (10)

m < nzr+ 1. (11)
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Luego, por (9) y (11), obtenemos que m < ny. En consecuencia, por (10)

se sigue que, nz < m < ny. Por lo tanto, < 2 < y. Asi, basta tomar

r=2¢Q.
Caso I1. Si z < 0, entonces —z > 0 y se aplica el caso L.

Caso 1. Si « = 0, entonces y > 0 y como IR es arquimediano existe n € IN
tal que 0 < & <y y asi, basta tomar r = > € Q).

(12) Probemos que IR\@ es denso en IR.

Sean 1,y € IR con = < y. Luego, % < —\3/1‘5’ como @ es denso en
IR, existe r € Q\{0}* tal que

Zcr< L (12)

V2 V2

Ahora, sea 1 = v/2r € IR\Q (probarlo). Se sigue de (12) que, x < i < y. Asi,
IR\Q es denso en R. |

Teorema 2.6.3. (Principio de los Intervalos Encajados )
Sea (1) una sucesion decreciente (I, C I, paratodo n € IN) de intervalos

cerrados y acotados I, = [an,b,]. Entonces ﬂ]n # 0. (Ver, Figura 2.5)

n=1
Prueba: Como para cada n € IN, I,4; C [,, entonces para cada n € IN se
tiene que,
an < angy < bagy < by (13)
Definamos:
A={a,: €N} y B={b,: €N}

Luego, por (13) A(# 0) es acotado inferiormente por a; y cada b, (n € IN)
es una cota superior para A. Asi, existe a = sup A.
De la misma forma, por (13) B(# @) es acotado superiormente por b; y

Si r = 0, podemos aplicar la densidad de @ a 0 y y/+/2 y hallamos un s > 0 en @ tal
que 0 < s < y/\/2_
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cada a, (n € IN) es una cota inferior para B. Asi, existe b = inf B.
Ahora, por (13) y las definiciones de infimo y supremo obtenemos que,

an <a <b<b,,

para todo n € IN. En consecuencia, a,b € [a,,b,] para cadan € IN y por
lo tanto, [a,b] C I, para cada n € IN.

En consecuencia, 0 # [a,b] C N, I,. [
IZ
I,
—
——————33—313
I,

Figura 2.5: Intervalos Encajados

Teorema 2.6.4. El conjunto IR de los nimeros reales es no numerable.

Prueba:
Afirmacién Dados un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], con @ < by
r € IR, existe un intervalo cerrado y acotado J = [¢,d], con ¢ < d tal que

z¢gJCl.

En efecto, si z ¢ [a,b], entonces basta tomar J = [I.
Si z € [a,b], entonces basta tomar J = [a,z — ¢] para algin ¢ > 0. Asi, la
afirmacion es cierta.

Para probar el teorema, veamos que dado un conjunto (arbitrario) numerable
A C IR, existe un z € IR tal que z ¢ A.

Como A es numerable, entonces podemos escribir A = {xy, 22, - T, - -}
Sea I; un intervalo (no degenerado) cerrado y acotado en IR tal que z; & I,
por la afirmacidn, aplicada a I, y a z, existe un intervalo (no degenerado)
cerrado y acotado I, tal que z, & I, C .

De nuevo aplicando la afirmacion al intervalo I y a z3, existe un intervalo
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(no degenerado) cerrado y acotado I3 tal que z3 & I3 C I,.
Asi, procediendo inductivamente supongamos que hemos obtenido una co-
leccion de intervalos (no degenerados) cerrados y acotados (fi)3~, tal que

e € Clhy 1<k<n.

Entonces por la afirmacién podemos obtener un intervalo (no degenerado)
cerrado y acotado I,y tal que zn4; € [,41 C I,. En consecuencia, hemos
obtenido una sucesién decreciente de intervalos (no degenerados) cerrados y
acotados tal que

Tny1 € Inys C I,

para todo n € IN. Luego, por el teorema 2.6.3, N2, I, # 0. Es decir, existe
z € I,, paratodo n € IN.

Por otro lado, como z,, € [, para todo n € IN, entonces z # z, para todo
n € IN.

Por lo tanto hemos probado que ningin conjunto numerable A es tal que
A= 1Ry asi, IR no es numerable. [ |

Corolario 2.6.5. El conjunto IR\Q de los nimeros irracionales es no nume-
rable.

Prueba: Es conocido que @ es numerable. Si IR\ @ fuera numerable, entonces
IR = QU(IR\Q) seria la unién de dos conjuntos numerales y en consecuencia,
IR es numerable, en contradiccion con el teorema 2.6.4. Por lo tanto, IR\®
es no numerable. |

Corolario 2.6.6. Todo intervalo no degenerado es no numerable.

Prueba: Sea I un intervalo no degenerado, entonces I D (a,b) para algin
intervalo (a, b). Ahora, la funcién f : (—1,1) = (a,b) dada por

(@) = 36— ajel + 252

es una biyeccion (verificarlo). En consecuencia, para probar el resultado bas-

ta probar que el intervalo (—1,1) es no numerable.

Supongamos que (—1,1) es numerable. Consideremos la funcién g : IR —» (—1,1)
dada por

8
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es una biyeccién (verificarlo), cuya inversa g7' : (—1,1) = R es

r

g Hz)= T ||

Asi, IR serfa numerable en contradiccion con el teorema 2.6.4. Por lo tanto,
el intervalo (—1,1) es no numerable y en consecuencia, el intervalo (a,b) es
no numerable, y como I D (a, b), entonces I es no numerable. |

2.7. Ejercicios

1. Pruebe las siguientes propiedades para elementos en IR (recuerde que
IR es un cuerpo).

a) Siz+y = z entoncesy=0.
b) -0 = 0.
¢) (-l = —=.

=W

z(y—2z) = a2y — 2=

2}

)

) (z+y) = —z-yy —(z-y) = —z+y
) Si 2#0 y zy = z, entonces y=1.
)

S~

)
)
)
)

—18

S

t#0y y#0 = zy#0.
N1

1

J
k)%—}—z—%l&yz#ﬂ
Iy & = % si w,z#0.

m) % = s Yy, w, z # 0.

n) 2 = a(f) si y#0.

) G = 2= - (3) s y#o




2.7. EJERCICIOS 63

2. Probar las siguientes propiedades para desigualdades en IR (recuerde
que IR es un cuerpo ordenado).

a) z>yyw>z => z+y>y+z.

b) z>yyz<0 = zz<yz

¢) —1<0<1.

d) zy>0 & z,y son ambos positivos o ambos negativos.
e) |z|=0 & =0

f) lz|>bea>box< —b. |z|= Vi

3. Encontrar el fallo de la siguiente demostracién:

2

T=y = x=xyz>:v2

—yt=azy—y°
= (z+y)z—y)=ylz—y)
= z+y=y = 2y=y

= 2=1.

a)SiaeQybeR\Q, ja+be R\Q?

b) Si a,b € R\Q, ;a+beR\Q?

¢c)Siae QybeR\Q, ;abe R\Q?

d) ;Existe algin a € IR tal que a* € IR\Q pero a* € Q?

5. Pruebe que v3, V5, V2+V3, (V2+V3)(vV6-v2—-3), 22 e R\Q.
6. Probar que si n € IN\{1}, entonces /n ¢ Q.

(
(
(
(

7. (a) Sea n € IN, hallar todos los valores de n tales que

vn—1++v/n+1eQ.
(b) Dados a,b € IR\Q, jes posible que a® € ?

8. Un automovil recorre el perimetro de un cuadrado de vértices A,B,C
y D, con velocidad constante. Otro automoévil con la misma velocidad
recorre la diagonal AC del cuadrado, realizando movimientos de ida y
vuelta sobre esta ultima. Si en un instante dado, ambos automoviles
coinciden en el punto A, probar que no es posible que se vuelvan a
encontrar.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Cuerpos. IR como cuerpo ordenado y completo

Hallar (argumentando su respuesta) el supremo e infimo (si existen) de
los siguientes subconjuntos IR:

a) A={z: z=00z=1 €IN}.

by A={z: 0<z<+V2 z€@Q}.

¢c) A={zeR:z < 0yz’+z+1 < 0}

d) A={1-E2 N}

e) A={i+(-1)",n €N}

) A=10,1).

) A={z€R: 3z -10z+3 <0}.

) A={zeR: (z—a)(z—-b)(z—¢c)<0, a<b<c}.

Sy

> @

Sia,be @ con a <b. Probar que,
a) c=a+£b;—al\/§€ R\Q.

by a <c < b ‘

Sean z,y € Rt y z < y. Pruebe que,

2xy
z+y

z <

S\/rysxzﬂﬁy-

Probar
a) [lt—xo| <5 y ly—wol <3| = |(z+y)— (zo+yo)| <e.
b) [|lz—xo| < mfn(m, Dyly—yol < m] = |ay—zoyo| < €.

Sea A C By A, B C IR no vacios pruebe que:
inf B<infA <supA <supB.

Sean A, B C IR no vacios tales que para todo x en A y para todo y en
B, entonces z < y. Pruebe que :

a) supA <inf B.
by supA=infB & ,Ve>0, Jz€ A,ye B : y—z<c.



2.7. EJERCICIOS 65

15.

16.

17.

13.

19.

20.

Sea A C IR no vacio acotado. Sea ¢ > 0y cA = {cz: = €A}

a) Pruebe que cA es acotadoy que sup(cA)=csupA e
inf(cA) = cinf A.

b) Enuncie y demuestre un resultado analogo si ¢ < 0.

Sea A C R. Una funcién f : A — IR se llama acotada si f(A) es
acotado en IR. En este caso se define el supremo de f como

sup f(A) = sup f(z).
€A

a) Pruebe que la suma y el producto de dos funciones acotadas es
una funcion acotada.

b) Pruebe que (f + g)(A) C f(A) + g(A). Concluya que
sup(f +g) <sup f +supg e inf(f+g) > inf f +infg.

¢) Pruebe (fg)(A) € f(A)g(A).

d) Pruebe que si f y g son positivas, entonces sup(fg) < sup fsupg
e inf(fg) > inf finfg.

e) Dar ejemplos donde se den las desigualdades estrictas.

/) Pruebe que para toda funcién positiva f, sup(f?) = (sup f)?.

Sean A,B C IR*. Definamos AB = {z = zy : z € A,y € B}.
Demuestre que,

a) Ay B acotados = AB acotado.
b) sup(AB) =sup(A)sup(B) e inf(AB) = inf(A)inf(B).

Probar que todo conjunto finito no vacio S C IR contiene su supremo
y su infimo.

Probar que si un conjunto S contiene una de sus cotas superiores,
entonces esta cota superior es el supremo de S. '

Sea [, = [0, %],n € IN. Probar que si > 0, entonces z ¢ ﬂln.
1
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21.

22.

23.

2.8.

1.

Cuerpos. IR como cuerpo ordenado y completo

Sea I, = (—+,1),n € IN. Probar que ﬂ[n = {0}.
1

1

Pruebe que, si a € IR satisface que 0 < a < - para todo n € IN,

entonces a = 0.

Un corte de Dedekind es un par ordenado (A, B), A,B C Q (A, B no
vacios) tales que A no posee elemento maximo, AU B = @ y dados
x € A, y € B arbitrarios se tiene que, z < y.

a) Pruebe que para un corte de Dedekind (A, B) vale sup A = sup B.

b) Sea T ={(A, B) : (A,B) es un corte de Dedekind}. Pruebe que
existe una biyecciéon f: T — IR.

Algunas Sugerencias para la solucion de
los ejercicios

(b) Recuerde que, 0 =0+ 0.

(c) Obsérvese que, (—1)z +z =[(—1) 4+ 1]a.

(e) Use la identidad (z +y) + [-(z + y)] = 0.

(g) La identidad z = 1z puede ser de gran ayuda.
(i) Como y, z # 0, entonces existe (yz)~! tal que

(y2)(yz)™" = L...

(k) Use la identidad anterior y el hecho de que existen y~
que

by 27t tal

yy =1y zz7 =1

(m) Pruebe que (%)z =

.

(o) Pruebe que (—z)(—y) = zy.

Proceda de manera similar a la prueba dada en el teorema 2.2.4.
El lector deberia encontrar el fallo sin dificultad.

Para las partes (a) y (c) aplique el Método de Reduccién al Absurdo.

r=BleQ = Z=BZ (mnel) > 2=3

n ~ In3
Esto ultimo es un absurdo.
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10.

11.

13.

14.

LS.

16.

Pruebe primero que: si a;...a, € Z y x9 € Q satisface la ecuacion
"+ a2 + -+ + a, =0, entonces z¢ € Z.
Luego, suponga que r = /n € Q.

(1) Use el teorema 2.5.20.
(i1) El lector no debe tener problemas en esta parte.

Aplique el Método de Reduccion al Absurdo.

(a) Verifique que sup A =1 e inf A =0.

(c) Un dibujo sera de gran ayuda.

(e) Proceda de manera similar al ejemplo 2.5.6(3).

g) Nétese que, la expresién 3z? — 10z + 3 sélo puede ser negativa si

)
z € (3,3).
El lector debe resolverlo sin ningin problema.

Pruebe que
Tty 2zy

Aplique las hipoétesis.

Este ejercicio es una aplicacién directa de las definiciones de infimo y
supremo.

(a) Verifique que z < inf B para todo z € A.
(b) Aplique el teorema 2.5.14.

Proceda de manera similar a la prueba dada en el teorema 2.5.16.

(a) Aplique las propiedades del valor absoluto.

(b) Tome y € (f + ¢g)(A) y concluya que y € f(A) + g(A). Para probar
las desigualdades aplique las definiciones, el ejercicio 14 y el teorema
2.5.16.

(c) Esta parte no es dificil de verificar.
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17.

18.
19.
20.

21.

22.
23.

Cuerpos. IR como cuerpo ordenado y completo
(d) Proceda como en la parte (a) y aplique el ejercicio (16).
(e) Una de las funciones es,

1 st 2€]0,1]
f(x):{o si z € (1,2

(g) Nétese que, {f*(z): =z € A} C {f(2)f(y): =,y € A}.

(a) Esta parte es evidente de la definiciéon de acotado.
(b) Utilice el teorema 2.5.14.

Use induccion.
Usar la nota 2.5.2(5).

Use el Método de Reduccion al Absurdo y la propiedad Arquimediana
de IR.

Nétese que,
Ni=() (—;,0) u) [0,5) .
n=1 n=1 n=1

Pruebe que, 7010:1(—%,0) =0y ﬂ;’oﬂ[—%’o) = {0}.

Use el Método de Reduccién al Absurdo.

(a) De la definicién de corte de Dedekind concluya qu\e existen a =
sup(A) y b = inf(B). Use la densidad de @ en IR para verificar que
a =b.

(b) Definase f: T — IR, mediante
J((A, B)) = sup(A) = inf(B).
Ademads, para z € IR sea
A, ={z€Q: z <z}
Pruebe que,

a) (A, AS) €T, donde AS = Q\A..
b) z=sup(A,).

c) f es una biyeccidn.
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2.9. Ejercicios Varios
1. Sea IK un cuerpo ordenado. Considérese las siguientes afirmaciones:

a.- IK es completo. a.- Todo A C K tiene supremo.

b.- IK es acotado B.- Todo A(# Q) C K tiene supremo.
c.- K es arquimediano y-,Va(€K)>0 3 €N: (555)" < a-
d-K=@ 5-Q C K.

En la tabla como la dibujada, colocar = en el cuadro correspondiente
si la afirmacion senalada con la letra latina implica siempre la senalada
con la letra griega. En caso contrario, colocar #-.

oo lo e

2. Buscar una condicién necesaria y suficiente para que sup A = inf A,

AC R.
3. Hallar el supremo e infimo de los siguientes conjuntos:
A={zeR: z* —4 <0}

B={zeR: z*—4> 0}

oo Ot

C = {:c e R : sen'z + cos’z =

|

D:{mE]R: © € Dom(f); f(x):ln(ilz)}.
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Cuerpos. IR como cuerpo ordenado y completo

Probar que si {/m ¢ IN, entonces /m & Q@ n,m € IN.

Determine todos los nimeros naturales que son suma de enteros con-
secutivos.

Pruebe que log2 € R\Q.



“Hubo una vez un ingeniosisirmo arquitecto que habia
concebido un método nuevo para edificar casas,
empezando por el tejado y prosiguiendo hacia abajo
hasta los cimientos”. Jonathan Swift

“La topologia puede ser considerada como una rama
de la geometria. Como en geometria euclidea, se
dan términos indefinidos, definiciones y aziomas; y,
tomdndolos como base, se prueban varios teoremas.
Asi ocurre con muchos tratados de topologia, sélo que
las definiciones y los axiomas son mds abstractos que
los empleados en la geometria”. Joaquin Navarro

OBJETIVOS (Capitulo 3)

= Distinguir y clasificar los conjuntos de la
recta con respecto a los diversos conceptos
topologicos.

» Caracterizar los conjuntos de la recta de
acuerdo con los conceptos topoldgicos.

» Aplicar los conceptos y resultados de la
topologia de la recta en la soluciéon de
problemas.



Capitulo 3

Topologia de la Recta

Podemos decir que la topologia, estudia las propiedades geométricas que se
preservan a través de cualquier funcién biyectiva y bicontinua (esto es, la
funcién y su inversa son continuas). Por ejemplo una esfera podemos defor-
marla sin corte ni ruptura y trasformarla en un vaso, pero nunca en una taza,
pues esta ultima tiene una asa y para obtenerla necesitamos cortar la esfera.

Fue el famoso Matemdtico Georg Cantor (1845-1918) el creador de la
topologia de los conjuntos de puntos (o topologia conjuntista) a él le debe-
mos las noclones de conjuntos abiertos y cerrados, frontera, conjuntos densos
y perfectos, etc, que aparecen en todos lo textos de Analisis Matematico.

Ademas de la topologia conjuntista que estudiaremos existen otros tipos
de topologia, como la introducida por Henri Poincaré (1854-1912) a
principios de siglo llamada topologia Algebraica. Es necesario destacar que
Matematicos de la talla de Leonard Euler (1707-1783), Friedrich Gauss
(1777-1855) y Felix Klein (1707-1783) ya habian estudiado temas rela-
cionados con tal topologia.

Otra topologia fue introducida por el matematico norteamericano Jonh Mil-
nor en 1960 llamada topologia diferencial, siendo esta una de las mas flore-
cientes ramas de la Matematica actual.

Joaquin Navarro en [19] escribe:

71
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“; Qué es la topologia?

Nuestra geometria es una geometria de tacto; son precisamente
aquellos objetos geométricos, como angulos o distancias, invariantes
para el sentido del tacto, lo que configura la geometria que nos
ensefnan en la escuela. Si en lugar del tacto nos conformaramos con
el menos preciso sentido de la vista, la geometria que cultivariamos
seria la geometria proyectiva, no la corriente. Ello se deberia a que
las distancias, por ejemplo, no son invariantes visuales: a 1 km
un elefante abulta tanto como una mosca a 1 m. En cambio las
proyecciones recortadas sobre el cielo, de un elefante y una mosca,
sea cual sea la distancia, son perfectamente discernibles una de la
otra. Son, pues, otra clase de caracteristicas las de la geometria de
la vista. Pero en el caso de la geometria ameboidea nos veriamos
obligados a desechar casi todos los canones geométricos habituales:
ni la forma, ni la distancia, ni el angulo ni nada parecido poseen
significado alguno en el universo ameboideo. Pero todavia queda
un rastro de coherencia en este universo: si una ameba se sitia
dentro de una esfera, no podra salir. La esfera separa el universo
en dos zonas disjuntas, dentro y fuera; es poco pero ya es algo. Hay
mds: supongamos que para éntretenerse en su encierro, la ameba
se pone a dibujar sobre la esfera el mapa del mundo y a colorearlo
de manera racional -es decir, sin que dos paises contiguos tengan
el mismo color-. Desde luego ignoramos cémo sera el mapamundi
de este extrafio e ignoto universo, pero podemos afirmar que le
bastarda con usar 5 colores sea como sea el mapa. Y también que
con 3 colores no tendra bastante. De hecho en 1977 se probo que 4
es el numero minimo de colores necesarios para colorear cualquier
mapa de tal modo que dos paises contiguos tengan siempre colores
distintos.

Es evidente, pues, que la ameba aiun puede predicar enunciados
geométricos. Por ejemplo: “Toda superficie homeomorfa a una es-
fera separa al espacio en dentro y fuera” o “el nimero cromatico
de la esfera es 4”. Sélo que no parecen pertenecer a la geometria; en
matematica decimos que la geometria de la ameba es la topologia.”

El ejemplo mas simple de una topologia es el de métrica, esta tltima esta aso-
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ciada al concepto de distancia. Aun cuando es dificil de precisar quien intro-
dujo el concepto de métrica, parece haber aparecido por vez primera en el
ano 1915 en un trabajo de Maurice René Frechet (1878-1973).

En este capitulo se introducird una estructura nueva sobre el conjunto de
los nimeros reales llamada métrica la cual asociaremos con las estructuras
algebraicas, de orden y completitud ya conocidas para IR.

En el capitulo 2 se estudiaron las estructuras algebraicas y de orden de IR.
FEn el presente capitulo pretendemos estudiar una estructura nueva llama-
da topologica (o métrica) de IR. El estudio detallado de los conceptos de
conjuntos abiertos, cerrados, compactos y conexos nos permitiran conocer la
estructura topoldgica de IR, tales conceptos son basicos para el estudio de
los préximos tépicos.

Observacién En adelante todos los conjuntos a considerar son subconjuntos
de IR, salvo que explicitamente se senale otro conjunto universo.

3.1. Conjuntos Abiertos

Definicion 3.1.1. Sean ¢ € R y §(€¢ IR) > 0. Un entorno abierto de
centro a y radio § denotado por E(a,6), se define como

E(a,6)={z e R: |ov—a|<d}.
Nota 3.1.2.
Por el teorema 2.3.7(3) tenemos que:
lt—a|l<d & c€(a—4d,a+9).

En consecuencia, E(a,é) = (a — 8,a + 4). Es decir, un entorno abierto de
centro a y radio § es simplemente un intervalo abierto de centro a y radio 4.

3.1.3.
1. E(0,1) = (-1,1).
9.

&

(—132) = (_37 1)'

3. E(0,)=(-%1), neN.

&
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Definicién 3.1.4. Sean a € R y 6(¢ R) > 0. Un entorno cerrado de
centro a y radio § denotado por Ela,d], se define como

Ela,é]={z e R: |z —a|] <}

Nota 3.1.5.
Claramente,
lt—al <6 & az€la—46a+].
En consecuencia, E[a,d] = [a — d,a + 6]. Es decir, un entorno cerrado de

centro a y radio ¢ es simplemente un intervalo cerrado de centro a y radio é.

3.1.6.
1. E[0,1] = [-1,1].
2. E[-1,2] = [-3,1].
3. E[0,}]=[-L1 nelN.

Definicién 3.1.7. Un punto a € A se llama punto interior de un conjunto
A, si existe un entorno abierto F(a,d) tal que FE(a,d) C A.
El interior de un conjunto A denotado por A° se define

A°={a€ A: a es punto interior de A}.
Notn 3.1.8.

. a€A® & 3F6>0: (a—d,a+d)C A. (Ver, Figura 1.1)

2. Como todo intervalo abierto es un conjunto infinito (no numerable)(ver
corolario 2.6.6), entonces una condicién necesaria (pero no suficiente)
para que A° # () es que A sea infinito no numerable. Asi,

A°# 0 = que A es no numerable.

3. Claramente de la definicion A° C A para cualquier conjunto A.
4. Cuando a € A° se dice que A es una vecindad de a.

5. ACB = A°C B° (Verificarlo)
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6. Nolesc que.

bg A° & Yé>0: (b—48b+0)¢ A
& V5>0 Feze(b—-a.b+0): x5 € R\ A

{(Ver, Fignra 1.1)

e

3.1.9.
I. Sea A = (a.b). entonces A® = (a.b).

I'n efecto, sea x € {a.b). veamos que r es un punto interior para A.
Como a < r < b. tomemos & = min{b— r,r —a} > 0. Obsérvese que,
r+d<b y r—4&>a.en consecuencia.

yelr—dr+48) = r—d<y<xr+é
= a<y<x

= ye {u.b]-.

Asi.(z =8, 24+ 48) C (a.b) v por lo tanto. x € A°. Como r es arbitrario
en (a.b). concluimos que (a.b)® = (a.b).

2. Por la densidad de @ y IR\® en IR, se signe que Q° = (IR\Q)* = 0.
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Topologia de la recta
Sea A = [a,b), afirmamos que a ¢ A° y A° = (a,b).

En efecto, para todo § > 0 el entorno (a — é,a + 6) ¢ [a,b), pues,
s1 @~ 4 < a, por argumento de densidad existe x5 € IR\ A tal que
a — 6 < zs < a. En consecuencia, existe x5 € (a — d,a + §) tal
que z5 € IR\ A. Asi, a no es punto interior para [a,b). Para ver que,
A° = (a,b), se procede como en 1.

Definicion 3.1.10. Un conjunto A se llama abierto si A° = A. Fs decir,
A es abierto cuando todos sus puntos son puntos interiores.

Nota 3.1.11.

Como siempre se verifica que A° C A para cualquier conjunto A, entonces

A es abierto & A C A°.
3.1.12.

Claramente, A = (a,b) es un conjunto abierto (ver ejemplo 3.1.9(1)) y
asl, todo entorno abierto es un conjunto abierto.

Los conjuntos @, IR\Q y [a,b) no son conjuntos abiertos (ver ejemplos

3.1.9(2) vy 3.1.9(3)).

El conjunto A = {+: n € IN} no es un conjunto abierto, pues A°> =,
ya que A es numerable (ver nota 3.1.8(2)).

Si A es conjunto finito, entonces A° = ). En consecuencia, ningin
conjunto finito no vacio puede ser abierto. Igual sucede si A es infinito
numerable.

Teorema 3.1.13.

1.

)

~.

0 y IR son conjuntos abiertos.

n

Sean Ay, Aq,- - -, A, conjuntos abiertos, entonces A = ﬂAi es un con-
. . i=1
Junto abierto.
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3. Sean I un conjunto arbitrario de indices y {As}acr una familia de
conjuntos abiertos, entonces A = UAa es un conjunto abierto.
a€l

Prueba:

1. Si 0 no fuera abierto, existiria un punto z € § tal que z no es punto

interior para @, lo cual es un absurdo. En consecuencia, §) es un conjunto
abierto.

Evidentemente, cada 2 € IR es punto interior para IR (;por qué?). Asi,
IR es un conjunto abierto.

2. Sea a € A. Probemos que a es punto interior para A.

Como a € A; y cada A; es un conjunto abierto, entonces para cada
¢ = 1,n, existe é; tal que

E(a,&i) C A;. (1)

Consideremos, § = min{4; : 1 < < n}. Entonces por (1), obtenemos
que F(a,d) C A. Asi, a € A°.

3. Sia € A, entonces a € A, para algun a € I. Como A, es abierto,
existe & > 0 tal que

E(a,d) C Aa. (2)

En consecuencia, de (2) se sigue que E(a,8) C Ay asi, a € A°. Por lo
tanto, A es abierto.

3.1.14.

Sea A, = (—%, 71—1), n € IN. Evidentemente, cada A, es un conjunto abierto.

o0
Afirmamos que si ¢ # 0, entonces z € A = ﬂ A,
n=1

En efecto, supongamos que € A, es decir

z€ <—%%) , (3)
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para cada n € IN.

Por otro lado, |z| # 0, pues z # 0, entonces por la propiedad arquimediana

de R, existe n € IN tal que L < |z|. En consecuencia, z < -t oz> Ly

por lo tanto,
11
z & (";, ;) - (4)

Pero, (4) contradice a (3) y asi, la afirmacion es cierta.

Por la afirmacién y el hecho de que 0 € (—1, 1) para cadan € IN, obtenemos

n’n

que A = {0}. Claramente, A no es un conjunto abierto.
Nota 3.1.15.

El ejemplo 3.1.14 muestra que en general la intersecciéon arbitraria de con-
juntos abiertos no da siempre un conjunto abierto.

3.2. Conjuntos Cerrados

Definicion 3.2.1. Un punto a € IR se llama punto de clausura de un
conjunto A cuando, para cada € > 0 se tiene que, E(a,e)N A # 0.
La clausura del conjunto A denotada por A se define como

A={a€R a es punto de clausura de A}.

\f)t .k 3.2.2-

De la definicion se sigue que,

1. Un punto de clausura de un conjunto A puede no estar en el conjunto
A. (Ver, Figura 3.2)

2. A C A para cualquier conjunto Ay asi, A # 0 implica que, A # 0.
3. acA & Ve>0 Jz.€A: |z.—a|<e.

4. ag@ A & Je>0: E(a,e)NA=0 & Fe>0: Vaz €A, |z—a|>e.
(Ver, Figura 3.2)

5 ACB = AC B. (Probarlo)
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Figura 3.2: a,be A, cg A, a€ A

3.2.3
! .
Lo S

T 7.2(2). basta probar que AcC A

a€A = (a—zate)N{z}#0 Y=>0 = a=u.

Asi, A C A

3. Sea A= {1: ne N} AMirmamos que 0 € A

0 por la propiedad argmmediana de IR, existe
< z, En consecuencia.

En efecto. dado

£ =
neNtal que 0 < &

] _
—e<l<~<s = [-£e)NA#£0 = 0& A

Notese que en este caso 0 & AL
. Veamos que @ = [R.

En efecto. dados a € R y £ > 0, por la densidad de @ en R se ticne

que (@a—=z.a+=)NQ #0y asi.a € Q. Por lo tanto, § = R.

[Ye manera similar podemos probar que IR\Q = IR.
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Teoremna 3.2.4. Sia=inf A y b=sup A, entonces a,b € A.
Prueba: Dado ¢ > 0, por el teorema 2.5.14, existen x,y € A tales que
b—e<z y y<a+e.
En consecuencia,
b—e<z<b<sbte y a—e<a<sy<a+te.

Asi,
b—eot+e)NA#£D y (a—c,a+e)NAF#D.
Por lo tanto; a,b € A. [ |

Definicién 3.2.5. Un conjunto F en R se llama cerrado cuando F = F.
Fs decir, un conjunto I es cerrado si todos sus puntos son puntos de clausura.

Nota 3.2.6.
A la luz de la nota 3.2.2(2), F escerrado <« F C F.

Teorema 3.2.7. F es cerrado < IR\F es abierto .

Prueba:
(=) Supongamos que F' es cerrado. Nétese que,

acR\F = agF=F
= Je>0: (a—e,at+e)NF =0
= (a—¢e,a+e)\F
= a € (R\F)".

Asi, IR\ F' es un conjunto abierto .

(<) Supongamos que IR\ F es un conjunto abierto. Como,
a€F = a¢gR\F=(R\F)°
= Ve>0 (a—e,a+e)¢ (IR\F)
= Ve>0 (a—c,at+e)NF#0
= acF.

Asi, F es cerrado. i
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3.2.8.

Todo entorno cerrado es un conjunto cerrado.

Si F = {z}, entonces por el ejemplo 3.2.3(2), F es un conjunto cerrado.
Los conjuntos @ y IR\ @ no son conjuntos cerrados. (Ver ejemplo 3.2.3(4))
Por el ejemplo 3.2.3(3), el conjunto F = {% : n € IN} no es cerrado.

El conjunto F' = [a,b) no es cerrado en IR.

En efecto, consideremos IR\ F' = (—o00, a) U [b, 00).

Seae > 0.51b—¢ < a, entonces b —¢ < a < “—‘12'-9 <b<b+e En
consecuencia, (b—e,b+¢) N [a,b) # 0.

St b— ¢ > a, entonces por un argumento de densidad existe . tal que
a<b—e<r.<b<b+te Asi,(b—¢g,b+e)Na,b)#0.

Por lo tanto, b & (IR\ F)°. De esta manera, podemos concluir que IR\ F’
no es abierto y asi, F' no es cerrado.

Teorema 3.2.9.

I

Los conjuntos § y IR son conjuntos cerrados.

n
Sean Fy, Fy, - - -, F,, conjuntos cerrados, entonces F = UF, es un con-
. =1
junto cerrado.
Sean [ un conjunto arbitrario de indices y {Fy}aer una familia de

conjuntos cerrados, entonces F = ﬂFa es un conjunto cerrado.
a€el

Prueba: Que ® y IR son conjuntos cerrados es consecuencia del teorema
3.1.13. Para ver 2 y 3 basta aplicar los teoremas 3.2.7 y 3.1.13 Ademas, el
hecho de que

R\F = (1) (R\F,) y R\F=[J(R\F).

n=1 a€el
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ot 3.2.10.

Claramente, @ = U {r}. Ahora, cada conjunto {r} es cerrado (ver el ejem-

rGQ

plo 3.2.8(2)) y el conjunto ® no es cerrado. Asi, la unién arbitraria de con-
juntos cerrados no da siempre un conjunto cerrado.

3.3. Conjuntos Densos y Numerables
Teorema 3.3.1.

x 1. La clausura de un conjunto es un conjunto cerrado.

22 AesdensoenlR & A=R.

Prueba:

1. Sea A un conjunto arbitrario. Veamos que IR\A es abierto.
Ahora, para a € A, existe €; > 0 tal que

E(a,e)NA=40. (5)
Afirmamos que E(a,e,) N A = (.

En efecto, supongamos que existe z € A tal que z € E(a,¢,).
Como E(a,e;) es un conjunto abierto que contiene a z, entonces exis-
tira €2 > 0 tal que

E(‘T7€2) C E(a,t‘:]). (6)
Por otro lado, como = € A, entonces para €, se tiene que
E(z,e) N A £ 0. (7)

Luego, de (6) y (7) se sigue que, F(a,e,)N A # (), pero esto contradice
(5). Asi, lo afirmado es cierto.

Ahora, por lo afirmado E(a,e,)\A y por lo tanto, a € (IR\A)°. En
consecuencia, IR\ A es un conjunto abierto.
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2. (=) Supongamos que A es denso en IR. Queremos probar que R C A.
Si IR ¢ A, entonces existe un z € IR tal que ¢ € A. En consecuencia

existe € > 0 tal que (r — ¢,z +¢) N A = 0 en contradiccién con la
hipétesis. Asi, IR C A.

(<) Supongamos que IR = A. Probemos que A es denso en IR. Sea [
un intervalo abierto en IR. Si « € I, entonces por la hipétesis z € A,
en consecuencia, (z — €,z +€)N A # @ para todo € > 0. Como todo
intervalo abierto I que contenga a x debe contener un intervalo de la
forma (z — €,x + €) (por definicién de conjunto abierto), se sigue que

INA#D. Asi, A es denso en IR.

Definicion 3.3.2. Sean X, Y conjuntos no vacios tales que X C Y. Diremos
que X es densoenY st Y C X.

Teorema 3.3.3. Todo conjunto Y contiene un subconjunto numerable y den-
soenY.

Prueba: Dado que @ es denso en IR, entonces fijado z € Y, existe r €qQ
tal que |z —r| < i (para ver esto, fije ¢ = % y use el hecho de que z € Q).
Definamos

1
Tn:{reQ: dz ey, |:1c—r|<—}.
n

Evidentemente, T,, es numerable.
Abora, para cada r € T),, fijemos z, € Y tal que |z, —7r| < % Consideremos,

X, ={z, €Y : reT,},

también X, es numerable. Tomando X = U2, X, se sigue que X es nu-
merable y X C Y. Probemos que Y C X.

Sean ¢ € Y y € > 0. Entonces, por la propiedad arquimediana IR, existe
n € IN tal que % < &. De nuevo por la densidad de @ en IR existe r € Q tal
que |z — r| < + en consecuencia, r € T, (y z, € X,,) y asi,

1 1 2
lz -z, | <|z~7r|+|r—z ] <=—+—-—=—<e. (8)
n n on

Como z, € X, C X, se sigue de (8) que, r € X.
Esto completa la prueba del teorema. [ ]
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Noufa 3.3.4.

Un conjunto Y que contenga un subconjunto denso numerable se llama se-
parable. Evidentemente, IR es separable y por el teorema 3.3.3 todo sub-
conjunto de IR es separable.

3.4. Puntos de Acumulacion y Conjunto
Derivado

Definicion 3.4.1. Un punto a € IR se llama punto de acumulacién de
un conjunto A cuando, para cada € > 0 se tiene que F(a,e) N (A\{a}) # 0.
El derivado del conjunto A denotado por A’ se define como

A'={a€ R, a es punto de acumulacion de A}.
Nota 3.4.2,

De la definicion se sigue que

1. Un punto de acumulacion de un conjunto A puede no estar en el con-

junto A. (Ver, Figura 3.3)

2. A’ C A para cualquier conjunto A.

3. aeA & Ve>0 Jz. €A z.#a: |z.—a|l<e.

4. a¢ A & 3TJe£>0: E(a,e)NA={a}. (Ver Figura 1.2)
5. ACB = A" C B' (Probarlo)

3.4.3.

1. Claramente, ¥ =0 y IR' = IR.
2. Sea A = {z}, entonces A" = ).

En efecto, dado a € IR y € > 0, entonces

(¢ —&,a+€) N ({z}\{a}) = 0.
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TN
P
& . -
a b < P | €

Figura 3.3: a.b € A, o, d,e &

3. Sea A = {!:€ IN}. Entonces 0 € A" La prueba de esto es similay a la
dada en el gjemplo 3.2.3(3).

4. Por un arguento de densidad se siguc que Q' = (IR\Q)' = R.
3.4.4.

Loae Y & Ve >0 el congunto A, = La.=)N A cs infinilo.

2. A=AUA.

3. A esecrrado & 0 A C AL

{57 AN A =0. entonces A rs un conjunio numerable.

5. A es un conjundo cerrado.

Prueba:
J. (<) Por la hipdtesis es evidente que a € A’

(=) Supongamos que a € A’ Probemos que A. ¢s un conjunto in-
finito para cada = > 0.

Como « € A'. entouces para z;, = l. exisle v, € A, =, # a lal que
|ty —a| < 1.

Ahora, para £, = min{lay — a|,1}. existe 72 € A, 24 # a tal que
ley — @] < & (evidentemente 7, # x)).

Procediendo  inductivamente, supongamos que hemos obtenido
xy.orpc -, 1, diferentes dos a dos tales que

I .
nFa oy |, —u <_»:l-:rn|'n{|.’1',_l —n|.—,}‘ | <@ <n.
1
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Sea €,41 = min{|z, — a|, 37}, entonces existe zn11(#£ @) € A tal que
|Zpt1 — a| < €np1 y asl, Znp1 # 2 1 <2 < n. En consecuencia, para
cada n € IN hemos encontrado un conjunto F' = {z, : n€ N} C A
infinito (pues, los elementos de F' son distintos dos a dos) tales que
|z, — a| < 2y asi, F C E(a,e)N A. Por lo tanto A. es un conjunto
infinito, para cada ¢ > 0.

Como A C Ay A’ C A, entonces AU A’ C A.
Ahora,

a€A = Ve>0 d+z.€A: |z.—al<e. (9)

Sixz. =a,entoncesa € Ay asi,a € AUA".
Si z: # a, entonces por (9) a € A’ y asi, a € AU A" En conse-
cuencia, A C AU A’. Por lo tanto, hemos probado que A = AU A’

Para probar 3, basta aplicar 2 y la definicién de conjunto cerrado.

Por el teorema 3.3.3 existe £ C A tal que F es numerabley A C E.
Ahora, si € A, entonces ¢ € E, pero © ¢ E’ (pues al contrario,
si z € E' como E' C A’, entonces x € A’, en contradiccion con la
hipétesis).

Por otro lado, por 2, E = EUE'y asi, z € E. En consecuencia, A C E
y en conclusion, A = F, por lo que A es numerable.

Para esta parte, basta probar que, IR\ A’ es un conjunto abierto. Témese,
a ¢ A’y procédase como en la prueba de 1 del teorema 3.3.1(1).

Teorema 3.4.5. (Bolzano-Weierstrass )
Todo subconjunto infinito y acotado A de nimeros reales tiene al menos un
punto de acumulacion.

Prueba: Definamos X = {a € IR : AN (a,00) es infinito}. Como A
es infinito, entonces X # @ y ademdas X esta acotado superiormente, pues
A esta acotado. Luego, existen a,3 € IR tales que A C [«,3]. Asi, 3 es
una cota superior para X. En consecuencia, por el Axioma Fundamental del
Analisis, existe ¢ = sup X.

Afirmacién. ¢ € A’.
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En efecto, dado ¢ > 0 por el teorema 2.5.14, existe z € X tal
que c—e<r<c<c+te.

Por otro lado, como = € X, entonces AN(z,00) es infinito y en consecuencia,
AN (c—e,00) es infinito, pues (¢ — ¢,00) D (z,00).

Ahora, como ¢ = sup X, entonces AN (c+ &,00) es finito. Luego, para cada
¢ > 0 tenemos que AN (¢ — €,c + ¢€) es infinito y por el teorema 3.4.4(1)
concluimos que ¢ € A’.

Por la afirmacion, el teorema queda probado. ]

Noti 3.4.6.
Del teorema 3.4.4(1) se sigue que,
A finito = A =0.

Definicion 3.4.7. Un punto ¢ € A que no es punto de acumulacidn de A se
llama punto aislado de A. (Ver Figura 3.3)

Nota 3.4.8.

1. De la definicién se sigue que,
ces punto aisladode A & Je>0: (c—¢e,c+e)NA={c}.

2. Un conjunto A en el que cada uno de sus puntos es un punto aislado
se llama discreto.

3. Por el teorema 3.3.4(4) concluimos que todo conjunto discreto es nu-
merable. ; Es cierto el reciproco?

3.4.9.
1. Es conjunto de los numeros naturales IN es discreto.
En efecto, dado n € IN veamos que existe £ > 0 tal que
(n—e,n+e)NIN = {n}.

Para ver esto, basta tomar ¢ = %
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2. Sea A= {:¢€ IN}. Entonces A es un conjunto discreto.

En efecto, dado X € A, tomemos ¢ =

n = —n(n1+1). Se puede probar (ha-
cerlo) que,

(o= srma o)™ = (rrvate )™ = L)

Deiinicior. 3.4.10. Un punto a € IR se llama de acumulacién a la derecha
de un conjunto A, cuando para cada € > 0 se verifica que, (a,a+¢e)NA F# 0.
De modo andlogo un punto a € IR se llama de acumulacién a la izquierda

de un conjunto A, cuando para cada € > 0 se verifica que, (a —c,a)N A # (.
Usaremos la notacion Al, y A_, para indicar

A, ={a € R: a es punto de acumulacién a la derecha de A} 'y
A" ={a€R: a es punto de acumulacién a la izquierda de A}.

3.4.11.

1. Para A= {>:¢€ IN} es claro que 0 € A, pero 0 ¢ A”.

2. Para A =[a,b) se tiene que a € A, y be A_.

3.5. Conjunto Frontera

Definicion 3.5.1. La frontera de un conjunto A denotada por A se define
como A = AN (IR\A).

Nota 3.5.2.
1.

De la definicién se deduce que, A es un conjunto cerrado.

2. Se sigue de la definicion que

a€dA & [E(a,e)NA#£0 y E(a,e)n(R\A)#0), Ve>0.
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3.5.3.

I, Sea 4 = [a.b]. entonces como A = [n, b} v (IR\A) = (—20.a] U[b o).
luego, 04 = {u. b}.

2. SiA =0 entonces 9A = 0 v si A = R, entonces 0.4 = 0.

[Meura 3.4 e boc€ QA4

3.5.4. Pura cualquicr conjunto A =c verifica:
Lo oA =0
2 ATUOA = A
3. A es eerrado & JAC A,

4. Acesabierlo = ANIA=1.

Prueba:
I Que A°NaJA =@ se sigue imnmiediatamente de la definicion.

2. Como A°C AC Ay dAC A entonces A°UJA C A

Para ver que 4° U d4 > A. supongamos que existe ¢ € A tal que
ad AUdA (= adg A° yadIdA).

Sia @dA = AN(IR\4). entonces como a € A s6lo puede suceder que
o & (IR\A). En consecuencia, existe = > 0 tal que E{a.z)0(R\A) = 0.
I2s decir. existe £ > 0 tal que [(¢.2) C A, pero esto contradice el hecho
de que ¢ @ 4° Asi, 44U JA4 D A v por lo tanto A° U JA = A.
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(=) Supongamos que, A es un conjunto cerrado. Notese que,

Acerrado = A=A = 0JA=AN(R\A)C A.

(«=) Supongamos que JA C A y probemos que A es cerrado.

Siac A, peroa & A, entonces a € Ay a € R\A. Luego, a € A y
a € (IR\A). En consecuencia, a € dA y por la hipétesis, se sigue que
a € A, en contradiccién con el supuesto. Asi, A C Ay por lo tanto, A
es cerrado.

(=) Supongamos que, A es un conjunto abierto y probemos que
ANJA = 0.

Como A es abierto, entonces (IR\A) = (IR\A). En consecuencia,
0A=AN(R\A) y asf, ANdA=AN(R\A)NA=0.

(<) Supongamos que AN JA = () y probemos que A es un con-
junto abierto.
Usando que; A C A, 2, la hipotesis y que A° C A, obtenemos que,

A=ANA=(A"NIANA=(A"NAYU(BANA)=ANA= A

Asi, A es abierto.

Corolario 3.5.5.

1.

A es abierto y cerrado a la vez & 0A = 0.

2. Los conjuntos ) y IR son los iinicos conjuntos abiertos y cerrados a la

vez, si y solo si 0A =0, entonces A=0 0o A=IR.

Prueba:

1.

(=) Supongamos que, A es abierto y cerrado a la vez. Probemos que
0A = 0.

Por el teorema 3.5.4(3)
cuencia, 0A=0ANA =

y 3.5.(4), 0AC Ay dAN A =10. En conse-
0.

(<) Supongamos que, JA = (. Probemos que A es abierto y
cerrado a la vez.

Si 0A =0, entonces AN A =0y 0A C Ay por el teorema 3.5.4, A
es abierto y cerrado a la vez.
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2. (=) Supongamos que, § y IR son los dnicos abiertos y cerrados a la
vez y que A = ). Probemos que A=00 A =1R.
Como 0A = (), entonces por 1, A es abierto y cerrado a la vez. En
consecuencia, por la hipdtesis A =0 o A = IR.

(<) Supongamos que, A = @) implica A =0 o A = IR. Probemos que
los inicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez son @ y IR.

Sea A un conjunto abierto y cerrado al vez, entonces por 1, 94 = §.
En consecuencia, por la hipdtesis A =0 o A =1R.

3.6. Conjuntos Compactos

Detinicion 3.6.1. Un cubrimiento para un conjunto K es una familia
S = {Go}aer (I es un conjunto arbitrario de indices) de conjuntos G, tales
que K C Uger Gy,

Una subfamilia So = {Go}ueict, se llama un subcubrimiento de S para
un conjunto K si K C Ugey Go.

Un cubrimiento S = {Galaer de un conjunto K, admite un subcubri-
miento finito, si existen ay,- - o, € [ tal que K C U, G,,.

Una familia S = {G,}aer se llama cubrimiento abierto pare un conjunto
K si cada G, es un conjunto abierto.

G, Gs

~ A

o~

-1 0

8
Nlr— ==

' ¥ —
5 3
'.41 ) z
A A

G, Gy

Figura 3.5: Un cubrimiento para el Intervalo [0, 1]

3.6.2.
1. Para K =[0,1], la familia <= {G,G,,G3,G4} donde
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es un cubrimiento para K, pues [0,1] C |J,¢; Gi = (-1, 2), donde
[={1,2,3,4}).

Nétese que, si tomamos J ={1,2,3} C I, entonces la subfamilia
So = {G1,G2,G3} es un subcubrimiento para K, pues

0,1] C Uy Gi=(-1,5). (Ver, Figura 3.5)

4

Para el conjunto K = (0,1], la familia formada por los conjuntos
G, = (1,2), n €N es un cubrimiento abierto para K, pues
(0,1] C UnenGr (verificarlo).

Pero, & = {G, }nen no admite subcubrimiento finito, pues al contrario,
como G,y C G, para todo n € IN, entonces cualquier reunién finita
de los GG, dara el conjunto GG, de mayor indice y (0,1] no puede estar
contenido en ese conjunto.

Para K = IR, la familia {G,, }nen dada por G, = (—n,n), es un cubri-
miento abierto para IR, es decir IR = Upen (—n,n).

En efecto, dado z € IR, si ¢ = 0, entonces basta tomar n € IN y
z € (—n,n).

St # > 0, por la propiedad arquimediana de IR, existe n € IN tal que
—n <n—1< 1z < n, en consecuencia, € (—n,n).

Si z < 0, entonces —z > 0 y se aplica el caso anterior. En cualquier
caso, R C Upen (—n,n) y asi, R =Uyen (—n,n).

Procediendo como en 2, podemos concluir que el cubrimiento {Gy, }ren
dada por G, = (—n,n) no admite subcubrimiento finito.

Si K = {+: € IN}, entonces K es discreto (ver ejemplo 3.4.9(2)). En
consecuencia, para cada z € K, existe un entorno abierto F(z,r;) tal
que E(z,r,)N K = {z}.

Ahora, la familia & = {E(z,7;)}zex es un cubrimiento abierto para
K. Ademads, S no admite subcubrimiento finito (propio), pues si z # y
en K entonces E(z,r;) N E(y,r,) = @ (recuerde que z,y son puntos
aislados de K'). Asi, podemos concluir que & no admite subcubrimiento
finito.
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Teorema 3.6.3. (Borel-Lebesgue )
Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado. Entonces cada cubrimiento abierto
para [a,b] admite un subcubrimiento finito.

Prueba: Sea {Ga,}acr un cubrimiento abierto para [a,b]. Es decir,
[@,b] C Uger Go- Asi, para cada = € [a,b] existe a € [ tal que z € G,.
Definamos

X={z€la,b]: oy, a,: [a,z] CUL, G}

Claramente, X # @ (a € X) y como X C [a,b], entonces X estd acotado
en IR. Luego, por el Axioma Fundamental del Andlisis, existe ¢ = sup X.
Ademas, a < ¢ < b.

Afirmaciéon 1. c € X.

En efecto, como ¢ € [a,b] C Uyer G, entonces existe ag € I tal que ¢ € G,,.
Ahora, como G,, es un conjunto abierto, existe ¢ > 0 tal que

(c—¢e,a+¢€) CGy,- (10)
Por otro lado, ¢ — ¢ < ¢ = sup X, entonces existe x € X tal que
c—e<zcz<c<c+e. (11)

En consecuencia, por (10) y (11) tenemos que

[‘7:’ C] - GOIO‘ (12)
Por otro lado, como & € X, entonces existen aj, - - -, a, tales que
[a,‘r] - U:1=1 Gai' (13)

Asi, por (12) y (13) se sigue que
la,c] =[a,z]U [z, c] CUL, Go, UGy,.
Por lo tanto, ¢ € X.

Afirmacién 2. ¢=5.
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En efecto, supongamos que ¢ < b. Entonces procediendo como en la prueba
de la afirmaciéon 1, tomando € > 0 tal que ¢ + € < b y asi, concluimos que
existe un € X tal que ¢ < x < ¢+ ¢, pero esto contradice el hecho de que
c=sup X. Asi, ¢ =b.

En consecuencia, por las afirmaciones 1 y 2, el teorema queda completamente
demostrado. [ |

Teorema 3.6.4. (Versién General del Teorema de Borel-Lebesgue )
Dado un conjunto F cerrado y acotado. Entonces todo cubrimiento abierto
para F' admite un subcubrimiento finito.

Prueba: Sea {G,, }4er un cubrimiento abierto para F, es decir, F C Uyer Ga.
Como F estd acotado, entonces existen a,b € IR tal que F' C [a,b].
Ademas, F cerrado, implica que G = IR\F es abierto, en consecuen-
cia, [a,b] C User Go U G. Luego, por el teorema 3.6.3 existen aq,- - -, o € [
tales que [a,b] C U, G, UG.

Ahora, como F' C [a,b] y F'N G = @, concluimos que F' C UL, G,,. Asi, el
teorema queda probado. |

Teorema 3.6.5. Sea K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. K es cerrado y acotado en IR.
2. Todo cubrimiento abierto de K admite un subcubrimiento finito.

3. Todo subconjunto infinito de K posee al menos un punto de acumu-
lacion en K.

Prueba:
(1) = (2) Esto es la versién general del teorema de Borel-Lebesgue.

(2) = (3) Sea Ky un subconjunto infinito de K, queremos probar que existe
x € K tal que z € K|.

Supongamos que K = @ en K. Es decir ningin punto z € K es tal que
xz € K|. En consecuencia, para cada z € K, existe r, > 0 tal que

E(z,r,)N K = {z}. (14)



3.6. CONJUNTOS COMPACTOS 95

Ahora, la familia {E(z,7;)}rex €s un cubrimiento abierto para K y por la
hipétesis 2, existen x;,- - -, z, € K tal que

n

K C U E(ziyre,). (15)

=1

De esta manera, por (14) y (15) obtenemos que

Ko = KonN (U E($i,7'x.')) - U E(zire, )N Ko = {z1, -, %}

i=1 i=1

Por lo tanto, Ky seria un conjunto finito lo que contradice el hecho de que
Ky es infinito. Asi, 3 es cierto.

(3) = (1) Queremos probar que K es un conjunto cerrado y acotado en
R.

Supongamos que K no es cerrado. Asi, K' ¢ K, es decir, existe z € K’ tal
que ¢ ¢ K (ver el teorema 3.4.4(3)).

Luego, para ¢ = %, existe z, € K tal que

1
0<|z,—z|< = (16)
n

Definamos Ko = {z, : € IN}. Claramente, z € K| y asi, K, es un conjunto
infinito.
Afirmamos que K} = {z}.

En efecto, supongamos que existe y € K| con y # z.
Ahora, para %|x—y| > 0, por la propiedad arquimediana de IR, existe ng € IN
tal que %|z —y| > nl—o En consecuencia, si n > ng, entonces

11 1
<z =yl 17
. 2|$ yl (17)

En consecuencia, por la desigualdad triangular, (16) y (17) se sigue que,
1 1
e =31 2 2 3l ~ low =2l > o —yl — = >~z —y,

para todo n > ng. Por lo tanto, para e = 3|z —y| el conjunto
A = E(y,e0) N Kq es finito, pero esto contradice el hecho de que y € KJ.
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Asi, lo afirmado es cierto.
En conclusion, el conjunto Ay C K es infinito y tiene un inico punto de acu-
mulacion que no esta en K y esto contradice a 3. Por lo tanto K es cerrado.

Si K no esté acotado, entonces para cada n € IN existe z,, (los cuales pueden
ser tomados distintos dos a dos) en K tal que

|z, > n, (18)

para cada n € IN. Sea Ky = {z, : n € IN}. Luego, K es conjunto infinito
de K y afirmamos que K{ = 0.

En efecto, si a € K{, entonces para cada € > 0, existe z,, € Koy, =, # a tal
que |z, — a| < . En consecuencia, |z,,| < € + a. Como IN no estd acotado
superiormente en IR, entonces para € + a existe ny € IN tal que € + a < ny.

Asi, |z, | < ng, lo que contradice a (18). Por lo tanto, Kj = @), pero esto es
una contradiccion con 3. De esta manera, K esta acotado. [ ]

Delinicion 3.6.6. Un conjunto K que cumpla una de las condiciones del
leorema 3.6.5, se llama compacto.

Nota 3.6.7.

Es importante destacar que los conjuntos compactos de IR quedan caracte-
rizados de una manera sencilla, pues,

K es compacto < K es cerrado y acotado en IR.
3.6.8.

1. Por el teorema de Borel-Lebesgue, A = [a, b] es compacto.
2. Todo conjunto finito en IR es compacto. (;Por qué?)

3. Como el conjunto A = {~} U {0} es cerrado y acotado en IR, entonces
A es compacto.

4. Los conjuntos R, Q, R\Q,IN y Z son conjuntos no compactos. (;Por
qué?)

5. El conjunto A = Q@ N (—v/2,v/2), no es compacto, pues v/2 € A, pero
V2 ¢ A



3.7. CONJUNTOS CONEXOS 97

3.7. Conjuntos Conexos

Detinicion 3.7.1. Un conjunto X en IR se llama disconexo, si existen dos
conjuntos A y B en IR tales que

(1) A,B+#0.
(i1) A y B son abiertos.
(1i7) AnB=0.
(iv) ANX,BNX #0.
(v) X C AUB.

3.7.2.

El conjunto X = IR\{0} es disconexo.

En efecto, los conjuntos A = (—o00,0) y B = (0, 00) satisfacen claramente las
condiciones (7) a (v) de la definicién 3.7.1.

Definieion 3.7.3. Un conjunto X en IR se llama conexo st no es disconezo.
3.7.4.

1. El conjunto vacio es conexo. (jPor qué?)

2. El conjunto X = {z} es conexo.

En efecto, supongamos que X es disconexo, entonces existen conjuntos
Ay B que satisfacen las condiciones (z) a (v) de la definicién 3.7.1.
Asi, AN{z}#0® y Bn{z}s# 0. En consecuencia, AN B # @ lo que

contradice (it¢) de la definicién. Por lo tanto, X es conexo.

Teorema 3.7.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. IR es conexo.

2. R y 0 son los inicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez.

3. Si A estal que 0A =1 entonces A=IR o A=10.
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Prueba:

(1) = (2) Supongamos que 2 no es cierta. Es decir, existe un conjunto
A, A# Ry A # 0 tal que A es abierto y cerrado a la vez. Luego,
IR = AU(IR\A), y ademds A y B = IR\ A satisfacen las condiciones () a (v)
de la definicién 3.7.1. De esta manera IR seria, disconexo, en contradiccion
con la hipétesis 1. Asi, 2 es cierta.

(2) = (3) Esto es la parte 2 del corolario 3.5.5.

(3) = (1) Supongamos que IR es disconexo, entonces existen conjuntos
Ay B que satisfacen las condiciones (z) a (v) de la definicién 3.7.1
Afirmamos que A es cerrado.

En efecto, como AN B =@y R = AU B, entonces B = IR\A. En con-
secuencia, IR\ A es abierto, pues B es abierto. Asi, A es cerrado.

Ahora, como A es abierto y cerrado a la vez, entonces por el teorema
3.5.5(1), 0A = @ y por la hipétesis 3, se sigue que, A =R o A = 0. En
cualquier caso, esto ltimo es una contradicciéon. De esta manera IR es conexo.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos conexos de la recta.
Teorema 3.7.6. X es conero & X es un intervalo.

Prueba: Si X es un intervalo degenerado el resultado es inmediato. Supon-
gamos que X es un intervalo no degenerado.

(=) Probemos que X es un intervalo. Supongamos que X no es un inter-
valo. Es decir, existen z,y € X tal que ¢ < z < y pero z € X (ver teorema
2.15.18). Consideremos, A = (—00,z) y B = (z,00). Claramente, los conjun-
tos A y B satisfacen las condiciones (i) a (v) de la definicién 3.7.1 y asi, X
es disconexo en contradiccién con la hipétesis. Por lo tanto, X es un intervalo.

(«) Supongamos que X es un intervalo y probemos que X es conexo.
Supongamos que X es disconexo. En consecuencia, existen conjuntos A y B
en que satisfacen las afirmaciones () a (v) de la definicién 3.7.1.

Ahora, por (tv) de la definicién existen z,y € X talesque x € Ay y € B
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y por (22:) de la definicién z # y. Asi, podemos considerar que z < y. Defi-
namos

S =AN{z,y-
Es claro que, S # 0 (z € S) y S esta acotado (S C [z,y]). Luego, por el
Axioma Fundamental del Andlisis, existe z = sup S y ademas, ¢ < z < y.

Afirmaciéon 1. 2z < y.

En efecto, supongamos que z = y. Entonces z € B y como B es abierto,
existe €1 > 0 tal que

(z—¢€1,2 —€;) C B. (19)

Por otro lado, como z = sup 5, para ¢; por el teorema 2.5.14, existe z; € S
tal que z —e; < x; < 2 < z 4 ¢;. En consecuencia, z; € (z —€1,24+¢61) y
por (19), z, € B.

Ademas, como x; € S, entonces z; € A. Asi, z; € AN B lo que contradice
(722) de la definicién 3.7.1. Por lo tanto, z < y.

Noétese que, de la prueba de la afirmacion 1, podemos concluir que z € B.

Afirmacién 2. z > z.

En efecto, supongamos que z = z. Entonces 2z € A, como A es abierto,
existe €; > 0 tal que (2 — €1,z — €;) C A. En consecuencia, existira un
o € (2,2 +€1) C Ay asi,

o €A (CBO > Z). (20)
Por otro lado, si z + &1 < y, entonces (z,z + €| C [z,y] y por lo tanto,
zo € [2,y]. (21)

Luego, por (20) y (21), 20 € S y zo > 2z lo que contradice el hecho de que
z =supS.

Siz+ e >y, entonces y € (2,2 + ¢€1) C A. Por lo cual, y € A lo que
contradice el hecho de que AN B = (. En conclusién, z > .

Nétese, que de la prueba de la afirmacién 2, podemos concluir que z & A.
Ahora, por las afirmaciones 1 y 2, tenemos que z < z < y, pero por las notas
z ¢ AU By alaluz de (v) de la definicién 3.7.1, = ¢ X, esto contradice que
X es un intervalo (ver teorema 2.5.18). Asi, X es conexo. |
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Nota 3.7.7.

Por la definicién de intervalo y el teorema 3.7.6 se sigue que los conjuntos
(—o00,a),(—00,dl,(b,o0),[b,0),(a,b),[a,b), (a,b],[a,b] son conexos.

3.8. Ejercicios

1. Dar un ejemplo de un conjunto A tal que A sea no numerable y
A° = (). Dar un ejemplo en el que A° = B° =0, pero (AU B)° = IR.

2. Probar quesi A C B, entonces A°CB° ,ACB y A CB.

3. Probar que A° es un conjunto abierto y es el mayor abierto que
esta contenido en A y probar que A es el menor cerrado que contiene

a A.

4. Sean A, B. Probar,

a) (ANB)° =A°NB°
b) (AUB)® D A°U B°
¢) ANBC ANB.
d) (AUB)=A"UB"
e) AUB=AUB
f) A=A

9 A=A

h) (A) =4

i) A" CA

J) 0ANA°=0.

k) A= A°UdA.
) 9A=0(IR\A).
m) (R\A)° C (R\A).
n) ANB=0 = 0J0(AUB)=0AUJB.

A) IR =A°UJAU(R\A)".
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5.

10.
11.

Hallar A’, A , 8A, A° si:

a) A=217Z.

by A=QqQ.

¢) A=]a,b).

d) A=R\Q.

e) A={l+1/n}.

fy A=A{l/n}u{2}.

Determinar cuales de las siguientes igualdades son ciertas.
a) (A)y = A°.

by AN A= A.

¢) (R\A)=A.

Dar ejemplos de dos conjuntos abiertos A y B tales que los conjuntos
ANB , AnB, ANB , y AN B sean todos distintos.

Dar ejemplos de:

a) Un subconjunto A de IR tal que A’ = 0.
b) Un subconjunto no vacio A de IR tal que A C A'.
¢) Un subconjunto no vacio A de IR tal que JA = A'.

Sean A, B, Entonces:
A+B={c+y,c€ A,yec B} y AB={ab,ac A,be B}.

a) Probar que si B es abierto, entonces A + B es abierto.

b) Probar que si A # {0} y B es abierto, entonces AB es abierto en
IR.

Sea A abiertoy a € A . Probar que A\{a} es abierto en IR.

. Es la interseccion y unién arbitraria de conjuntos compactos un con-
junto compacto?

Sea (K,) una sucesion de conjuntos compactos no vacios tales que

K, C K,4+1 paratodo n € IN. Probar que ﬂKn # (.
1
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

21.

22.
23.
24,

Topologia de la recta

Si A, B, Ay B conjuntos conexos tales que A C B. Probar que AUB
€s conexo.

Sea {Aas,a € [} (I un conjunto arbitrario de indices) una familia de

conjuntos conexos tales que ﬂ A, # (. Probar que U A, es un
. agl ael

conjunto conexo.

Si A es un conjunto conexo. ;A°, 0A son conjuntos conexos?

Un conjunto S en IR se llama convexo si:
para todo z,y € S y paratodo t € (0,1) se verifica

tr+(1l—t)yeS.
Probar que

a) Para cada ¢, el conjunto (¢ —¢,a +¢€) es convexo.

b) A convexo = A°, Ay A’ son conjuntos convexos.

Sea G, = (1/n,2/n),n € IN. Probar que (G.)nen cubre al intervalo
(0,1),pero ninguna subcoleccién finita cubre a (0, 1).

Pruebe que A = {1/n,n € IN} U {0}, es un conjunto compacto.
Probar que si A estd acotado en IR, entonces A estd acotado en IR.

(a) Sean K C R un conjunto compacto y A C K un conjunto cerrado.
Probar que A es compacto.

(b) Sean F, K. Si F es cerrado y K es compacto, probar que F N A es
compacto.

Sean A =(0,1)U{2} y B={2,n € IN}. ;Son A /A, B, B conjuntos

conexos?
Probar que A es denso en IR si y sélo si (IR\A)° = 0.
Probar que sup A = sup A.

Sean Ay x € IR. La distancia del punto 2 al conjunto A denotada
por d(z, A) se define d(z,y) =inf{|z —y|: y € A}.



3.9. ALGUNAS SUGERENCIAS PARA LA SOLUCION DE LOS EJERCICIOS103

a) Probar que d(z,A) =0 & z € A.
b) Probar que d(z, A) = d(z, A).
¢c) ACB = d(z,A) <d(z,B).

25. Sea A jPuede ser A simultdneamente abierto (en IR) y compacto?

26. Sea A={peQ:p>0 y 2 < p* < 3}. Probar que A no es un
conjunto compacto.

3.9. Algunas Sugerencias para la solucion de
los ejercicios

1.  En la parte tedrica estd un ejemplo.
2. Use las definiciones correspondientes.

3. Aplique el Método de Reduccion al Absurdo; asumiendo que existe un
conjunto abierto B que satisface la condicion ...

4. (a) Una inclusion es evidente. Por otro lado, sea a € A° N B°, pruebe
que a € (AN B)°.
(c) Sea a € AN B, entonces F(a,e) N (AN B) # @ para todo £ > 0.
(e) Una inclusién es evidente. Por otro lado, sea ¢ € AU B, entonces
E(a,e)N(AUB) # @ paratodoe >0 ...
(g) Una inclusién es evidente. Por otro lado, sea a € A’, entonces
E(a,e)N A’ # @ para todo ¢ > 0. Por tltimo, recuerde que E(a,¢€) es
un conjunto abierto.
(1) Sea a € A", entonces E(a,e) N (A'\{a}) # 0. De nuevo use la
propiedad de que E(a,¢) es un conjunto abierto.
(1) Aplique la definicién.
(n) Pruebe la doble implicacién.

5. Este es un buen ejercicio de calculo el ejercicio 4 puede ayudar.

6. (a) Un contraejemplo pudiera ser la respuesta.
(b) La respuesta es sencilla y corta.
(c) Proceda como en la parte (a).

7. Los ejemplos estan dados en la parte tedrica.
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10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.
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En este ejercicio el lector no debera tener problemas.

(a) Pruebe primero que para z € IR (fijo) el conjunto {z} + B =
{z+y : y € B}. Es abierto. Luego, recuerde que A+B = U({:c}+B).

T€A
(b) Proceda de manera similar a la parte (a).

Suponga que A\{a} no es abierto.
Las respuestas deben ser cortas.
Utilice el Método de Reduccién al Absurdo.

Suponga que A U B es no conexo.

Pruebe que UAC' es un intervalo.
a€l

Dar un ejemplo de un conjunto A conexo tal que 0A sea no conexo.
Pruebe que A° es un intervalo.

(a) Sean ¢ > 0, z,y € (a —¢e,a+¢€) con ¢ # y (z < y). Defina
z=ty+ (1 —t)z t €(0,1). Ahora, pruebe que z € (x — e, + ¢)...
b) El lector deberia probarlo sin dificultad.

Pruebe que (0,1) C UG" y suponga que existe un m € IN tal que

nEN
n

(0,1) c | JGn--.

n=1

Demuestre que A es cerrado y acotado en IR.

Utilice las definiciones de clausura y acotado.

Por la caracterizacién de compactos (a) y (b) son evidentes.
Halle A y B.

(=) Adensoen R = IRC A = E(z,6)N A# 0. En particular...

(<) Pruebe que IR C A y recuerde que IR = AU (IR\ A).
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23.

24.
25.
26.

Recuerde que sup A € A. Asi, supA < sup A. Luego, pruebe que
sup A > sup A.

Este ejercicio requiere la aplicacién de la nocién de infimo.
Si su respuesta no es corta esta trabajando extra.

Pruebe que A no es un conjunto cerrado en IR.

3.10. Ejercicios Varios

1.

(a) ;Existen subconjuntos de IR que tengan un dnico punto interior?
(b) Si Ay B son conjuntos cerrados y no vacios de IR, ;es el conjunto
A + B cerrado en IR?

(c) Si Ay B son conjuntos IR, con A C B. ;Es cierto que 04 C 0B ?
(d) Un conjunto A, jpuede ser simultaneamente abierto y compacto?

)
(a) Dar un ejemplo de dos conjuntos discretos.

(b) Dar un ejemplo de un conjunto acotado de IR con sélo dos puntos
de acumulacion.

(a) Probar que si A es abierto y cerrado en IR, entonces dA = {).
(b) Sean A y B dos conjuntos de IR tales que A es abierto y B denso
en IR probar que

bi- ACANB.
by.- A denso en IR, implica que AN B es denso en IR.

Pruebe que la interseccion arbitraria de conjuntos uno de los cuales es
compacto es un conjunto compacto.

Dado A = {1 : € IN} U {2}. Determinar:

1-A° 2-A 3-A" 4-0A 5-(A°)°  6.- (A

T- (A 8- (BAP 9-(A°) 10-A 11-A
12-9A 13- (A°)  14- (AY 15.- A"

16.- (9A)  17-9A° 16.- A 19 (0A)  20.- H(DA).
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6. Sea X compacto. Pruebe que los siguientes conjuntos son compactos:
6.1- S={z+y: z,y€e X}
6.1- D={z—y: z,y € X}

6.1- P={zy: z,y€ X}
61- Q=1{2: s,y€ X, o £0}.





