“E's tnteresante, sin embargo, conocer algunos limites
que desempenan un papel importante o simplemente
curioso en las matemdticas... Entre los mds impor-
tantes ocupa un lugar privilegiado

ll ]‘2 13 14 l‘n
- = = 1+ )., (14+)% ...
(14PN A4 3% 0+ N (1 )7

cuyo limite es el célebre numero e. Fste niumero
e = 2,718281828445904523536... es junto con w
el mds popular de las matemdticas; es la base de
los logaritmos neperianos, aparece en gran nimero
de formulas de la electricidad, de la Biologia... e
incluso en las cuentas bancarias.” Joaquin Navarro

OBJETIVOS (Capitulo 4)

= Estudiar los conceptos y propiedades sobre
limites.

= Caracterizar en sentido topoldgico los con-
juntos de la recta utilizando sucesiones.

s Aplicar los conceptos y resultados sobre
limites en la solucién de problemas.



Capitulo 4

Sucesiones y Limites de
Funciones

Hace unos 2400 afios el filosofé griego Zenén de Elea (495-435 A.C) es-
tablecié la siguiente paradoja:

Un corredor no puede alcanzar una meta, pues siempre debe recorrer la mi-
tad de una distancia antes de recorrer la mitad de una distancia total. Esto
es cuando haya recorrido la primera mitad, le quedard la mitad de esta y
cuando haya corrido la mitad de esta, le quedard la cuarta parte, y ast, suce-
stvamente e indefinidamente.

Estas fracciones, en la que cada una es la mitad de la anterior, dividen el
trayecto en un numero indefinido de partes cada vez mas pequeiias.

Correr por separado cada parte, se necesita una cantidad de tiempo, parece
natural que el tiempo necesario para recorrer todo el trayecto a de ser la
suma total de todas las cantidades de tiempo.

Asi, decir que un corredor nunca puede alcanzar una la meta equivale a decir
que no lo consigue en un tiempo finito.

Esto también significa que la suma de un nimero finito de intervalos posi-
tivos de tiempo no puede ser finita.

La afirmacién de Zenén: la suma de un nimero infinito de cantidades po-
sitivas no puede ser finita fue contradicha 2000 afios mas tarde, con la for-
mulacién de la Teoria de Sucesiones. El planteamiento de Zenén es conocido

como PARADOJA DE ZENON.
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Supongamos que el corredor se mueve a velocidad constante y necesita t
minutos en la primera mitad del recorrido. La experiencia fisica nos dice que
si un corredor se mueve a velocidad constante alcanzara su meta en un tiem-
po doble del que necesitaba para alcanzar su punto medio. Con la Teoria
de sucesiones queda invalidada la paradoja de Zenon cuando el corredor se
mueve a velocidad constante.

La teoria de Sucesiones comenzé su desarrollo en el siglo XV I, pero es el
eminente matematico francés Agustin Louis Cauchy (1789-1857) quien
introdujo la definicion analitica del concepto de limite en el afio 1821 ex-
poniendo la teoria moderna de limites.

En el presente capitulo expondremos la Teoria de sucesiones; el conocimiento
y manejo de esta es indispensable para el estudio del Analisis Matematico.
Debido a la importancia de este capitulo presentamos en detalle los conceptos
y resultados basicos sobre sucesiones utilizando gran cantidad de ejemplos y
ejercicios.

4.1. Sucesion

Definicion 4.1.1. Una sucesidén de elementos en IR es una funcion

z:IN = IR.
Nota 4,1.2.

1. La imagen z(n) € IR, la denotaremos por =z, y se llama término
n-ésimo de la sucesién. Ademas escribiremos (z,) o (21, T2, Tn, " *)
para indicar a la sucesion.

2. Es conveniente no confundir la sucesién & con el conjunto z(IN) (rango

de x) de sus términos. Por ejemplo, la sucesién (0,0,...,0,...) no
es lo mismo que el conjunto {0} y las sucesiones (0,1,0,1,...) ¥y
(0,0,1,0,1,...) son diferentes aun cuando el conjunto de sus términos

{0,1} es el mismo.
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4.1.3.

1. La sucesién con término n-ésimo z,, = ¢, para todo n € IN (¢ € IR fijo),
define la sucesion constante. En este caso, el conjunto de sus términos

z(IN) = {c}.

2. Siz, = (-1)", para todo n € IN, entonces la sucesién queda definida
por 1 si n es par y —1 si n es impar. El conjunto de sus términos es

z(N) = {-1,1}.
3. La sucesion con término n-ésimo x, = %, para todo n € IN tiene como
conjunto de sus términos z(IN) = {1,1,1 ... }.

4.2. Sucesiones Acotadas y Monoétonas

Definicion 4.2.1. Una sucesion (z,,) es acotada en IR si el conjunto de sus
términos es acolado en IR. Es decir, existe M > 0 tal que |z,,| < M, para
todo n € IN.

4.2.2.

1. La sucesion constante es evidentemente acotada.
2. La sucesién con término n-ésimo z, = % es acotada, pues
z(IN) C [0,1].
3. La sucesion con término n-ésimo z, = n no es acotada, pues
z(IN) = IN.

4. Sea (z,) una sucesién con término n-ésimo z,, = a”, a € IR.

Sia =00a =1, entonces z,, = 0, para todon € N o z, = 1,

para todo n € IN. En cualquier caso, (z,) es una sucesién constante y

por lo tanto es acotada.

S10 < a < 1, entonces 0 < a” < 1, para todo n € IN y asi, (z,)
es acotada.
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Sia > 1, entonces a = 1 + h con h > 0, luego por la desigualdad
de Bernoulli (ver ejercicio 1(f) de 1.8) a" = (1 + h)* > 1 4+ nh. En
consecuencia, dado cualquier M € IR, podemos hallar n € IN tal que
a™ > M (esto es posible al tomar n > ¥=1). Asi, cuando a > 1, en-

h
tonces la sucesién (z,) no es acotada superiormente.

Si —1 < a < 1, entonces |a| < 1 y como |a|* = |a”| concluimos que la
sucesion (z,) es acotada.

Si a = —1, entonces obtenemos la sucesién de término n-ésimo
z, = (—1)", la cual es acotada.

Si @ < —1, entonces a®* = (a?)" forma un conjunto de potencias
de a? > 1, el cual es un conjunto no acotado superiormente y asi, ()
no es acotada superiormente. Ademas, los términos a2"*!
man un conjunto no acotado inferiormente y asi, (z,) no es acotada
inferiormente.

5. La sucesién definida por, z; = V2 y 2n = /2 + J/Tro1, n > 2, €s

acotada.

= aa®" for-

En efecto, claramente, 0 es una cota inferior para (z,).

Noétese que, ) = V2 <2 y 2= V2+ V2 < /4 = 2. Probemos por
induccién que z, < 2 para todo n € IN.

Claramente z; < 2.

Supongamos que x,, < 2 y probemos que T, < 2.

Ahora, como

T, <2 = Vr,<2 = 24/1,<4 = o1 =4/24+ 2, <2,

entonces z, < 2 para todo n € IN y en consecuencia, (z,) es acotada
superiormente.

Definicion 4.2.3. Una sucesion (z,) se llama mondtona si satisface
2y < Tpty, para todon € N o z, > x,41, para todo n € IN. En el primer
caso (zr,) se llama no decreciente y en el seqgundo caso (z,) se llama no
creciente.
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Cuando ocurre , < Tn41 paratodon € IN, (z,) se llama creciente y cuando
0CuUrTe TpHyy < Tn, para todon € N, (z,) se llama decreciente.

4.2.4.

1. La sucesién con término n-ésimo z, = % es decreciente.

En efecto, n < n 4+ 1 implica que, z,4; =
todo n € IN.

1 1 _
Py < o = ZTn, Dpara

2. La sucesion de término n-ésimo z, = n, es evidentemente creciente.

3. La sucesién con término n-ésimo z, = (—1)" no es mondtona.

En efecto, no puede ser creciente, pues, z; = -1 <1 =23 > —1 = a3
y por lo tanto no puede ser decreciente.

4. Dada la sucesion de término n-ésimo z, = a” a € IR. Entonces,
Sia=00a=1, (2,) es mondtona.
Si0<a<l, zp4 =a™t! < a" = z,, para todo n € IN y asi, (z,) es
decreciente.
Sta>1, z,4 = @ > ¢" = z,, para todo n € IN y asi, (z,) es
creciente.
Sta <0, (z,) no es monotona pues sus términos son alternadamente
negativos y positivos.

5. La sucesién definida por z; = V2V 2n = /24 /ZTn_1, n > 2 es

creciente.

En efecto, probemos por induccion que z,, < x,4,, para todo n € IN.

Sin =2, como 2 + /2 > 2, entonces x; = V2+vV2> V2 =1z,
Ahora, supongamos que z,-; < &, y probemos que z, < Z,41-
Por la hipédtesis de induccién tenemos que,

Thot < Tn = fTroy < /ZTq
= 24 /1,1 <24z,

= I, = \ﬁ-l— T < \/2 + V& = Tpyr-

Asl, z, < Tn41, para todo n € IN y por lo tanto, (z,) es creciente.
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4.3. Subsucesiones

Delinicion 4.3.1. Sea (z,) una sucesion en IR (z : N — IR), una subsu-
cesion de (x,) es una restriccion de x a un subconjunto infinito

IN* = {nx € N: ng <ngy, k€ N},
de IN.

Nota 4.3.2.

1. Podemos escribir una subsucesién de (z, ) mediante (2, )nen* 0 (Zn, )ren
o simplemente (z,, ).

2. De la definicidén se sigue que toda sucesidon es una subsucesion de si
misma.

3. Notese que, IN* C IN es infinito si y sélo si IN* no es acotado superi-
ormente, es decir para cada ng € IN existe ny € IN* tal que ng > no.

4.3.3.

1. Para la sucesién (z,) de término n-ésimo z, = (—1)", podemos consi-
derar las subsucesiones (2, =1) y (z2,-1 = —1).

2. Para la sucesiéon (z,) de término n-ésimo z, = Z[1 + (=1)"*!].
podemos considerar las subsucesiones (23, = 0) y (z2,-1 = n).

4.4. Sucesiones Convergentes y Divergentes

Definicion 4.4.1. Sea (z,) una sucesion en IR. Un nimero real a se llama
limite de (z,) si para cada € > 0 existe ng = no(a, &) € N tal que n > ng
implica |z, —a| < e. (Ver, Figura 4.1)

Nota 4.4.2.

1. Cuando la sucesién (z,) tiene limite a se escribe

!Esta notacién indica que el n, depende de e v a
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— 1
{ T
X
a-€ "a a+te

Figura 4.1: Sucesiones Convergentes

limz, =a o (z,) = a.
n—oo
La definicion de limite de una sucesion puede escribirse de manera
simbdlica como sigue:
limez,=a & [Ve>0 dngelN: n>ny = |z,—al<g
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lmz,=a & [NMe>0 3ngelN:n>ny = z,€(a—c,a+¢)],
n—ro0

esto ultimo significa que cada entorno E(a,¢) contiene todos los tér-
minos x, salvo para un nimero finito de indices n.

A

Noétese que,
limz, #a © [Fe>0:VnoeN,IneN:n>ngy|z,—al>¢l.
n—oo

Si una sucesién (z,) tiene limite a, entonces diremos que (z,) es una
sucesion convergente en caso contrario diremos que (z,) es diver-
gente.

4.4.3.

La sucesién (z, = 1) converge a 0.

En efecto, dado ¢ > 0, por la propiedad arquimediana de IR existe
no € IN tal que % < €. En consecuencia, si n > ng entonces

1 1
- < —<e =

n No n

1
— 0\<5.
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Claramente, si (z,) es la sucesién constante, z, = ¢, para todo n € IN.

Entonces lim z, = c.
n—oo

La sucesién (z, = (—1)") es divergente.

En efecto, supongamos que (x,) converge, es decir existe a € IR tal

que lim z, = a.
n—o0
13

Ahora, si a = 1, entonces existe no € IN tal que z, € (3,3) (tomando
€= % en la definicién de limite) para todo n > ng, lo cual no es posible
pues si n es impar, entonces z, = —1 & (%, %) Asi, a # 1.

De manera analoga se prueba que a # —1.

Sia# 1y a# —1, es posible hallar ¢ tal que z, € (¢ —¢,a + ¢€), para
todo n € IN lo que contradice el hecho de que 711_1+r£101:n = a. Por lo tanto,

la sucesién (z,) diverge.
La sucesion (z,, = a") converge a 0,s1 0 < a < 1.

En efecto, si 0 < a < 1, entonces i— 1 > 0. En consecuencia,
existe h > 0 tal que i —1=hy asi,
1

at = — 1

(1+ h)» (1)

Ahora, dado € > 0 queremos hallar ng € IN, tal que n > ng implique

la® — 0] = a™ < €.
Por otro lado, por la desigualdad de Bernoulli, (1 4+ /) > 1+ nh y asi,
1 1
< . 2
(L+h)» — 14 nh 2)

Luego, como § > 0, por la propiedad arquimediana de IR existe np € IN
tal que

— < % (3)

Por (3) (2) y (1) obtenemos que

1 1 1 1 1 €
n>n =» —<— = 3 — < — e
n Ny ptn n ng h
" 1
<E = a = ——<E.

1+ nh (1 +h)"
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Teorema 4.4.4. Sea (x,) una sucesion en IR.

1. Ellimite de una sucesion es unico.

2. Si lim z, = a, entonces toda subsucesion de (z,) converge a a.

n—ro0

3. Si limz, = a, entonces para todo k € N, lim z,4x = a.

n—oo n—roo
4. Si(z,) converge, entonces (z,) es acotada.
Prueba:

1. Supongamos que (z,) > a 'y (z,) = b. Entonces dado ¢ > 0 existen n;
y nz en IN tales que n > n; implica |2, —a| < £, ¥y n >n,; implica
|z, — b] < 5. Luego, si ng = mdx{ni,ns}, entonces n > ny implica que

€ 5

Ty —al < = Tn — bl < . 4

en—al <y lea—bl < (4)
Ahora, si n > ng, por (4) y la desigualdad triangular tenemos que

0<]a—b|<|a—zu|+ |z, —b| <e.
En consecuencia, como ¢ es arbitrario concluimos que, |a —b| =0 (ver
teorema 2¢4(14)) y asl, a = b. Por lo tanto, 1 es cierto.
I
2. Sea (xn,) una subsucesién de (z,). Como (z,) — «, entonces dado
e > 0 existe ng € IN tal que
n>ng = |z,—a|<e. (5)
Como IN* = {n; : ny < ng4s, k € IN} es infinito, entonces para ng
existe ng, € IN* tal que ng, > no. En consecuencia, si k > kg, entonces
ng > ng, > ng y por (5) se sigue que, |z,, — a| < €. Por lo tanto,
(zn,) — a.
3.

Como (zn4+x) es una subsucesién de (z, ), entonces por 2, lim Ttk = G.
n o0
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4. Supongamos que (&,) — a, entonces para ¢ = 1 existe ng € IN tal que
n > no implica que z, € (a — 1,a+1). Sea
A={zy,...,Tn,,a—1,a+1},
entonces para todo n € IN se tiene que z, € [a,b], donde a = min A y
b = méx A. Por lo tanto, (z,) es acotada.
Nota 4.4.5.

Del teorema 4.4.4, se obtienen condiciones suficientes para la divergencia de

una sucesion a saber:

1.

4.5.

Si una sucesidn posee dos subsucesiones que convergen a limites dife-
rentes entonces la sucesién diverge.

Si una sucesién posee una subsucesion divergente entonces la sucesion
diverge.

Si una sucesion no es acotada, entonces la sucesion diverge.
4.4.6.

Una sucesion puede ser acotada y no convergente, por ejemplo la suce-
sién (z, = (—1)") no converge, pues las subsucesiones (z2, = 1) = 1
y (Zan—1 = —1) = —1. (Asli, el reciproco de 3 del teorema 4.4.4 no es
cierto.)

La sucesién (z,) de término n-ésimo z, = Z[1 + (—1)"*'] diverge, pues
la subsucesién (z2, = n), por no estar acotada es divergente.

Condiciones Suficientes de Convergencia

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para la convergencia de
una sucesion.

Teorema 4.5.1. Toda sucesion monotona y acotada de nimeros reales es
convergente.
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Prueba: Supongamos que (z,) es una sucesién no decreciente y acotada
superiormente.

Sea A = {z,: n € IN}. Evidentemente, A # { y es acotado superiormente.
Luego, por el Axioma Fundamental del Analisis, existe ¢ € IR tal que
a = sup A. Afirmamos que (z,) — a.

En efecto, para cada £ > 0, por el teorema 2.5.14 existe ng € IN tal que

a—€e<Tp,<a<a+e. (6)
Ahora, si n > ng, entonces como (z,) es no decreciente se sigue que
Tny < Ty (7)

Luego, por (6) y (7) si n > ng, entonces a — € < z,, < T, < a < a + €. Asli,
n > ng implica que |z, — a| < £ y por lo tanto lo afirmado es cierto.

El caso (z,) no creciente y acotada inferiormente se prueba de manera ana-
loga al caso anterior. ||

Nota 4.5.2.
Del teorema 4.5.1, se concluye que:

1. Una sucesién (z,) creciente y acotada superiormente es convergente y

(zn) = sup{z, : n € IN}. (Ver, Figura 4.2)

[ I N T W | L 1 1 [RTITTIINIID
§

sup A

Figura 4.2: Condicién Suficiente de Convergencia

2. Una sucesion (z,) decreciente y acotada inferiormente es convergente

y (zn) = inf{z, : n € IN}. (Ver, Figura 4.3)

3. Dela prueba del teorema 4.5.1, concluimos que el teorema también vale
cuando la sucesién (z,) es mondtona y acotada a partir de un cierto
ng € IN.
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i
WLl et L b 1 Ll

{

inf A Xnir Xy

Figura 4.3: Condicion Suficiente de Convergencia

4.5.3.

1. La sucesién de término n-ésimo z, = % es acotada inferiormente y es
decreciente. Ademads, inf{: n € IN} = 0. Luego, por el teorema 4.5.1,
(f)—0.

2. La sucesion con término n-ésimo z, = es creciente y acotada su-

periormente.

_n_
n+1?

En efecto, obsérvese que, para todo n € IN

nf4+2n<n’+2n+1 = nn+2)<(n+1)°

N n <n+l
T, = = Tpi1.
n+1 n+2 +l

En consecuencia, (z,) es creciente.

Ademds, como n < n +1, implica que z, = ;27 < 1, para todo n € IN.
Asl, (z,) es acotada superiormente.

Afirmamos que, sup{;};: n € N} = 1.

En efecto, 1 es una cota superior para el conjunto {ﬁ : n € IN}.
Supongamos que existe c € IR tal que e < 1y
<ec

—<e (8)

para todo n € IN. Luego, 1 — ¢ > 0 y por la propiedad arquimediana
de IR, existe n € IN tal que

n

el (9)

n
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Como (9) contradice a (8), entonces lo afirmado es cierto.
Por lo afirmado y el teorema 4.5.1, se verifica que (;37) — 1.

Corolario 4.5.4. (Teorema de Bolzano-Weierstrass )
Toda sucesion acotada de nimeros reales posee una subsucesion convergente.

Prueba: Sea (2,) una sucesién acotada de nimeros reales. Por el teorema
4.5.1, basta probar que (z,) posee una subsucesién monétona. Un término
Tn, de la sucesién (z,) se llama cumbre cuando z,, > z, para todo n > ny.
Definamos

D={neIN: z, esun término cumbre}.

Si D es finito, entonces sea ny > max{n : n € D}. Como z,, no es un térmi-
no cumbre existe ny > n; tal que Ty, < Tn,. De esta manera, z,, no es un
término cumbre asi, existe ng > n, tal que z,, < T, < Tp,.

Continuando de esta forma obtenemos una subsucesién (z,, ) de (z,) tal que
Tpn, < Zn,,,, para todo k € IN. Es decir, (z,,) es creciente.

Si D es infinito y D={n; < ny... < nj...}, entonces la subsucesién (£, )rep
seria no creciente.

Asi, en cualquier caso (z,) posee una subsucesién mondtona. Por lo tanto el
corolario queda probado. |

Teorema 4.5.5.

1. Seaa= limx,. Sib < a, entonces existe ng € IN tal que z,, > b, para
n—oo

todo n > mng. Andlogamente, si a < b, entonces existe un ng € IN tal
que T, < b, para todo n > ng.

2. St limz, = limy,=a vy z, < z, < yn, para todo n > ng, entonces
n—oco n—rco

lim 2z, = a.
n—o0

3. Silimz, =0y (yn) es una sucesion acotada, entonces lim z,y, = 0.

Prueba:

1. Como b < a, por la hipdtesis aplicada a ¢ = a — b, existe no € IN tal
que n > ng implica z,, € (a —a+b,a+a—>b) = (b,2a —b). Asi, z, > b,
para todo n > ny.

La segunda parte se prueba de manera similar.
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2. Sea ¢ > 0 arbitrario, entonces por hipétesis existen ny,nys € IN tales
que n > ny implica que a —e <z, < a+¢€, y n>ny implica que
a—e<y, <a+te.

Sea no = max{n;,ns}. Luego, si n > ng, entonces

a—e< I, <a+e y a—e<y,<a-+te. (10)

En consecuencia, por la hipdtesis y (10) se sigue que n > ng implica
que
a—e<z, <z, <y <a+e.

Asi, |z, — a| < € siempre que n > ng y asi, (z,) = a.
3. Como (y.) es una sucesion acotada, entonces existe M > 0 tal que
lyn| < M, (11)

para todo n € IN.
Por otro lado, como (z,) — 0, dado € > 0 existe ng € IN tal que n > ng
implica que,

€
|| = |z, — 0] < u (12)
Luego, si n > ng por (11) y (12), tenemos que
|ZaYn — O = [2ayn| = |allys| < €.
Por lo tanto, (z,y,) — 0.
|

Nota 4.5.6.

Obsérvese que, de la definicién de convergencia de una sucesién se obtiene
que

limz,=a¢ <& lim(z,—a)=0 < lim|z,—a|=0.
n—o00 Nn—00 n—00
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Corolario 4.5.7.

1. Si(zn,) = a y a> 0, entonces existe ng € N tal que x, > 0 para todo
n > ng. Andlogamente, st a < 0, entonces existe un ng € IN tal que
xn > 0 para todo n > ng.

2. Sean (z,) = a y (ya) = b. Si z, < y, para todo n > ng, entonces
a < b. En particular, si z,, < b para todo n > ng, entonces lim z, < b.

n—r00
Prueba:

1. Basta aplicar el teorema 4.5.5(1) en el caso b = 0.

2. Supongamos que a > b. Luego, por argumento de densidad existe ¢ € IR
tal que b < ¢ < a y por el teorema 4.5.5(1) existe ng € IN tal que
n > ng implica que y,, < ¢ < z,,, pero esto contradice la hipétesis. Asi,
2 es cierto.

]
4.5.8.
1. Sean z, =0, para todon € N y y, = =, para todo n € IN. Claramente
Tn < Yn, para todo n € IN, pero lim z,, = hrn 0 Yn = 0.
n—»00
Este ejemplo muestra que, z, < y,, para cada n € IN, no implica que
limz, < limy,.
n—oo n—oo
2. lim &L 2+4 = 0.

En efecto, observemos que

n+ 1 2% 2
0< < e = T < —.
n?+4 =~ ni4 "7+% nt+t> n

n

En consecuencia, tomando z, = 0, paratodo n € IN y yn = £, para

todo n € IN, por el teorema 4.5.5(2) concluimos que, hm n2+4 = 0.
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lim G5 = 0.
n—00
En efecto, como la sucesién de término n-ésimo, y, = (—1)" es aco-
tada y () — 0, entonces por el teorema 4.5.5(3), lim L_—nlL = 0.
n— 00

n

lim {/n = 1.

n—oo

En efecto, Sia > 1 y b > 0, entonces para todo n € IN se verifica
que,

v -1
(a+b" = a*+na*"'b+ %a"—%? R L

> "("T_l)a"—?b?. (13)

Luego, colocando a = 1y b = {/n —1 en (13) obtenemos que para todo
ne€IN
n n n(n - 1) 7 2
n@a-r = nx MU )

-1
= 1> ”2 (¢/n —1)?
2
= > Yn—12>0.
n—1
Luego,
[ 2
0< UYn—1</—. (14)
n—1
Ahora, como lim ﬁ = 0 (para ver esto, verifique que ng > % + 1

n—00
satisface la definicién) , entonces por (14) y el teorema 4.5.5(2) se sigue

que, lim [{/n — 1] = 0. En consecuencia, lim {/n = 1.

Algebra de Limites de Sucesiones

Teorema 4.6.1. (Operaciones con limites )
Supongamos que limz, = a y que limy, = b, entonces
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1. lim(z,+y.) =a+b.
n—o0

2. lim (z,y,) = ab.

N—+0C

3. limZ =2 b0

n—oc In

4. Sea z, >0, para todon € N. Si lim z,, = a, entonces lim \/z, = /a.

n—o00 n—roo
Prueba:

1. Por la hipotesis, dado ¢ > 0 existen ny,n, € IN tales que n > n,
implica que |z, —a| < 5,y n > n, implica que |y, — b] < 5. Sea

no = max{n;,na}. Asi, n > ng implica que

c
2

£

n—al<S Y lw—bl< (15)

Ahora, si n > ng, por (15) obtenemos que,

e

£
[(zntyn)—(a+b)| = [(zn—a)+(ya—b)| < |zn—al+|y.—b| < '2_+— =é&.

Por lo tanto, lim (z, +y.) = a +b.
n-—30o0
2. Obsérvese que,
TnYn — @b = TpYp — T+ 2,0 — ab = 2,(yn — b) + b(z, — a). (16)

Por otro lado, las sucesiones (z,)y (b) es acotadas y ademas,

lim (2, — a) = lim(y, — b) = 0. En consecuencia, por el teorema

4.5.5(3), 1 y (16) se sigue que.

lim (z,yn — ab) = lim z,,(y, — b) + lim b(z, — a) = 0.
n—co n—00 n—00

Asi, lim (z,y,) = ab.
7—00
3. Obsérvese que

Tn

a Tpb — ypa 1
Yn b byn

= (mnb—yna)g. (17)
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Como lim (2,b— y,a) = 0; por el teorema 4.5.5(3) y (17) basta probar

n—o00
que la sucesion (z, = by%,) es acotada, para ver que 3 es cierto.

Sea ¢ = % Luego, lim (y,b) = b* > ¢ > 0, se sigue del teorema 4.5.5(1)
n—00

que existe ng € IN tal que n > ng implica ¢ < y,b. Asi, z, < % para

todo n > ng.

Sea M = max{|z1,...,|2n,|, +}; entonces |z,| < M para todo n € IN.
Por lo tanto, la sucesién (z,) es acotada y 3 queda probado.

Sea a = 0. Dado ¢ > 0, por la hipdtesis existe un ng € IN tal que
|z,| < €% para todo n > no. En consecuencia, |\/T,| < ¢ para todo

n > ne. Asi, lim \/z,, = /0 = 0.

NnN—r00
Sea a # 0. Dado € > 0, por la hipdtesis existe ng € IN tal que si n > ng,
entonces

|z, — a| < ev/a. (18)
En consecuencia, si n > nyp, se sigue de (18) que,

|xn — al |z, — al

|\/$_n_\/c_ll:\/l‘_n+\/6_l_ \/E

< E.

Asi, n]gg)‘ [T, = +\/a.

4.6.2.

lima™ =0 sila] < 1.
n—oo
En efecto, supongamos que 0 < a < 1. Como (a") es una sucesion
decreciente y acotada inferiormente, entonces por el teorema 4.5.1,
(a”) 2 a=inf{a": 0<a<lyneN}
N 2 , .

Ahora, las subsucesiones (™) — a y (¢ *") — a. Asi, a satisface la

' 2 2 _ n?4n _ n? n E : — —
ecuacion a® = a, pues a = a™ a™. En consecuencia, a =00 a = 1.
Como a no puede ser 1 (jpor qué?), entonces a = 0.
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Notese que,

~-l<a<0 = 0<|a<1

lim |a|* =0
Nn—00

lim |a"] =0
00

lim |a® — 0| =0
n—oo

lim a™ = 0.
n—ro00

T

Si a = 0, el resultado es evidente.

2. La sucesién (z,) dada por z; = V2yz, =2+ VI n > 2 es
acotada superiormente y es creciente. Luego, por el teorema 4.5.1, existe
a € R tal que (z,) — a. En consecuencia, a satisface a = /2 + \/a.
Es decir, a? — 442 —a+4 =0.

El siguiente resultado nos permite resolver algunos limites de apariencia com-
plicada.

Teorema 4.6.3. Sea z, > 0, para todo n € N y lim 5;—? =a. Sta <1,

n—oo

entonces lim z, = 0.
n—oo

Prueba: Como a < 1, entonces por un argumento de densidad existe ¢ € IR
tal que @ < ¢ < 1. Luego, por el teorema 4,5,5(1) existe ng € IN tal que
n > ng imphca 0 < I—;:‘i < ¢. En consecuencia,

0 < Ty < €y < Ty, (19)

para todo n > ng. Por lo tanto, para todo n > np la sucesién (z,) es decre-
ciente y acotada inferiormente. Asi, por el teorema 4.5.1 existe b € R tal que
(zn) = b. Ademas, por (19), b < ¢b, es decir,

(1—c)b<o. (20)

Ahora, como 1 —¢ > 0y b > 0, entonces por (20) se sigue que, b = 0 y asi,
(zn) — 0. |
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4.6.4.

, 2
lim %7 = 0.
n—oo v

2
En efecto, sea a, = Z;. Entonces

any1 (n+ 1! n4+1 1 1
- = =S4 =o0<l.
an n?(n + 1)! n? n + n?

Luego, por el teorema 4.6.3 (z,) — 0.

. ., n
Consideremos la sucesion z,, = (1 + %) .
Por el binémio de Newton tenemos que,

R e OF

En consecuencia,

1-1;-l " = 1l+1+ L 1 : +
n - 1-2 n
1 1 n—1
— (1 —=}...[1- . 21
+ 1-2...n( n> ( n ) (21)

De (21) se sigue que (z,) es creciente, pues cada uno de los sumandos
(positivos) es mayor al pasar del valor n al valor n + 1. Ademads, como
cada expresion

(=2)- (=) (=2 (0-2) (=2) - (-)

es menor que 1, se sigue de (21) que,

RS S NI ! (22)
xn Y _
- 1-2 1-2-3 1-2-3...n
Ademas, como 135 < 35,--- 735 < z==r entonces, por (22) tenemos
que,
1 1 1
2<z, <1 +14+-+—=+... (23)

2 92 9gn—1 )
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Ahora, como

1 1 1 1— (& 1\
I+ -4+ =+.. = (21) =2—<—) ,

2 "9z TTont T 1 2

entonces, por (23) se sigue que

1 n—1
2§$n<1+2—(5) <3.

Asl, la sucesién (z,,) es acotada y por el teorema 4.5.1 la sucesién (z,)
es convergente y por el corolario 4.5.7(2), 2 < limz, < 3.
n—+00

Escribimos, e = lim (1 + ). El nimero e es una de las constantes
n—00

mas famosas de las Matematicas llamado numero de Euler y su valor
con diez cifras decimales es e = 2, 7182818284.

. 4 n,1 n_t
3. Si0 < a < e, entonces lim 2 = 0. En efecto, sea z,, = 25*. Entonces,
n—oo
Tn+1 n"a 1 a

= = — - < 1.
zn ()t O+ e

Luego, por el teorema 4.6.3 se sigue que (z,) — 0.

4.7. Sucesiones y Conceptos Topologicos
Teorema 4.7.1.

1. a€A & 3I(z,) CA\{a}: (zp) > a.

2. a€d & I(z)CA: (z.) > a

3. K C IR es compacto < cada sucesion en K posee una subsucesion
convergente en K.

Prueba:

I. (=) Sia € A, entonces procediendo como en la prueba del teorema
3.4.4(1) podemos hallar una sucesién (z,) C A\{a} tal que |z,—a} < L,
para todo n € IN. As{, (z,) = a.
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(<) Como (z,) — a, entonces dado ¢ > 0 existe no € IN tal que
n > no implica z, € (a —¢,a + ¢). Ahora, como (z,) C A\{a}, se
sigue que a € A'.

2. La prueba de este caso es similar al caso anterior. (Hacerla)

3. (=) Sea (x,) una sucesion arbitraria en K. Como K es compacto, es
acotado en IR. En consecuencia, (z,) es una sucesién acotada en IR, en-
tonces por el corolario 4.5.4, (z,) posee una subsucesion convergente.
Es decir, existen (z,,) v ¢ € R tal que (z,,) — a. Ahora, por 2 y la
hipétesis, a € K = K.

(<) Supongamos que K no es compacto, es decir, K no es cerrado
o K no es acotado.

Si K no es cerrado, existe (z,) C K tal que (z,) - a ¢ K. Luego,
cualquier subsucesiéon de (z,) converge a a € K lo que contradice la
hipotesis. Asi, K es cerrado.

Si K no es acotado, entonces para z,; € K existiria 2o € K tal que
|z2] > 21 + 1, procediendo de esta manera obtendriamos una sucesién
(z,) C K tal que |zp41] > 2, + 1. Asi, cualquier subsucesién de (z,,)
seria no acotada y por lo tanto no convergente en contradiccion con la
hipétesis.

4.8. Limites infinitos para sucesiones

Definiciéon 4.8.1. Una sucesion (z,) se dice que tiene limite +oo y se es-
cribe lim z, = 400 (o0 (z,) = +00), si dado M > 0, existe ng € IN tal que
n—o0
n > ng implica x, > M.
De manera andloga, limz, = —oc0 (o (z,) = —o00), st dado M > 0, existe
n—»oc

ng € IN tal que n > ng tmplica z, < —M.
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“otn 4.8.2.
1. De nuevo es necesario destacar que +00 y —o0 no son numeros reales y
cuando (z,) = +0o0 o (z,) = —00, entonces la sucesién es divergente.
2. Obsérvese que,
limz, =400 & lim(—z,) = —oc.
n—o0 n—oo
3. De la definicion se sigue que
a) limz,=+00 = (z,) no es acotada superiormente.
n—00
b) limz, = —o0 = (x,) no es acotada inferiormente.
71— 00
4.8.3.
1. Claramente, la sucesion con término n-ésimo z, = n*[(—1)" + 1] es
no acotada superiormente, pero lim z, # 400 ya que la subsucesion
n—00
(Izn—l) — 0.
Este ejemplo muestra que el reciproco de la nota 4.8.2(3a) no es cierto.
De igual manera el reciproco de la nota 4.8.2(3b) no es cierto. (Dar un
contraejemplo).
2. Sia> 1 entonces lima™ = +o0.

n—od

En efecto, como a > 1, entonces @ = 1 + h para algin A > 0. Luego,
por la desigualdad de Bernoulli se tiene que

a®=(1+h)" >1+nh. (24)

Asi,dado M > 0,sea b = % Por ser IN no acotado superiormente en
IR, existe ng € IN tal que no > b. Asi, 1 + ngh > M. En consecuencia,
si n > ng, entonces por (24)

14 nh>1+noh > M. (25)

Luego, por (24) y (25), a® > M cuando n > ng. Por lo tanto,

(a") = +o0, sia > 1.
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Teorema 4.8.4.

1. Si(z,) es una sucesion creciente y no acotada superiormente, entonces
(z4) = +00. De manera andloga, si (z,) es decreciente y no acotada
inferiormente, entonces (z,) — —oo.

2. Si(z,) > 400 y (yn) €s una sucesion acotada inferiormente, entonces
(zn + yn) = +oo.

3. Si(z,) = +oo y existe ¢ > 0 tal que y, > ¢, para todo n € IN, entonces
(Zoyn) = Fo00.

4. 510 < c <z, Yo > 0, para todon € N y (y,) — 0, entonces
(22) = 4o0.

9. Si(za) es acotada y (y,) — +o00, entonces () — 0.

6. Sea z, >0, para todo n € IN. Entonces, (z,) = 0 si solo si

(;—n) — +o00.
Prueba:
1. Supongamos que (,) es una sucesién creciente y no acotada superior-
mente. Sea M > 0 arbitrario. Entonces existe ng € IN tal que
Tny > M. (26)
Si n > ng, por ser (z,) creciente se sigue que
Tn > Tng- (27)
Luego, por (26) y (27) si n > ng, entonces z,, > M. Asi, (z,) = +oo.
El segundo caso se prueba usando 2 de la nota 4.8.2
2. Como (y,) es acotada inferiormente, existe K tal que, para todo n € IN

se tiene que
Yn > K. (28)

Ahora, sea M > 0. Entonces como (z,) — +o0, existe ng € IN tal que
n > ng implica

Ta > M(> M — K). (29)
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Asi, por (28) y (29) para n > ng se sigue que
Tty >M-—-K+K=M.
Por lo tanto, (z, + yn) — +0o.
3. Sea M > 0 arbitrario. Como (z,) — 400, entonces existe ng € IN tal
que n > ng implica que
M
Ty > —. (30)
c
Luego, por la hipétesis y por (30) si n > ng, entonces z,y, > M. Asi,
(zoyn) = +o00.
4. Sea M > 0 arbitrario. Como (y,) — 0, entonces existe no € IN tal que
n > no implica que y, = |y, — 0] < 37. Asi,
1 M
—_ > —. (31)
Yn c
Luego, por la hipétesis y por (31) si n > ng, entonces

n 1 M
In =z,— >c— = M.
Yn Yn c

Asi, (22) = +oo.
5. Como (z,) es acotada, existe K > 0 tal que
lz,| < K, (32)

para todo n € IN.
Sea ¢ > 0 arbitrario. Como (y,) — 400, entonces existe ng € IN tal
que n > ng implica que y, > % En consecuencia, si n > ng, entonces

1 €
— < —. 33
<K (33)
Luego, por (32) y (33), si n > nog, entonces
xn mn 1 1 6
— —0| = |—=| = |zp|— = |zn]| — < =K =¢.
Yn \ n |ynl | |yn K
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(=) Supongamos que (z,) — 0. Entonces dado M > 0 arbitrario,
existe ng € IN tal que 0 < z, < 7\17 Asi, n > ng implica que # > M.
Por lo tanto, (=) — +oo.

(<) Supongamos que (i) — +o00. Entonces para € > 0 arbitrario,

existe ng € IN tal que n > ng implica que ﬁ > i Asi, n > ng implica
que z, < €. por lo tanto (z,) — 0.

Nota 4.8.5.

Las hipotesis tomadas en el teorema 4.8.4, aseguran la veracidad de
las conclusiones, pues con ellas evitamos las famosas indeterminaciones
como +00 — 0o (sobre este tipo de expresiones es imposible concluir a
priori sobre la existencia o no del limite). Ademas, se excluyen indeter-
minaciones tales como g y 2. Recordemos que los limites mas intere-
santes en el Calculo son aquellos que presentan indeterminaciones.

Las partes 2,3,4 y 5 del teorema 4.8.4 pueden extenderse cuando el
limite de la sucesidén es —oc.

4.8.6.

Sea z, = Z—:, p € Ny a> 1. Entonces (z—;) — +00.
En efecto, consideremos el cociente

. "np1P 1 1\* 1
Tt @(n 1) (1+—) S -<l
n a

Tn a™an? a

Luego, por el teorema 4.6.3, (z,) > 0 y por el teorema 4.8.4(6),
(Z5) = +oo.

Siap, =nPyf, =a"a>1yp e IN. Entonces (a,) - +ooy
(Bn) — +o0, pero (Z—:) — 0.

Sea z, = n[2+(—1)"] y yo = n. Claramente, (z,) = 400y (y,,) — +00,

pero lim £= no existe.
n—soo Yn
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4.9. Tipos de Sucesiones

Definicién 4.9.1. Una sucesion (x,) se llama de Cauchy si
Ve>03dno=n(e) EN: nym>ny = |z,—an|<ec.
Dos sucesiones () y (yn) se llaman Paralelas y se escribe (z,) || (yn) si
Ve>03no=nle) eIN: n>ng = |z, —y| <e.

Dos sucesiones (z,) y (y.) se llaman Equivalentes y se escribe (z,) = (yn)
st
Ve>03ng=n(e) eIN: nm>ny = |z, —yn| <e.

Nota 4.9.2.

1. La condicién de Cauchy garantiza que los términos z, para valores
suficientemente grandes de n y m se aproximan arbitrariamente unos
a otros.

2. La condicién de equivalencia garantiza que los términos z, y v, de
dos sucesiones, se aproximan arbitrariamente para valores de n y m
suficientemente grandes.

3. De la definicién se sigue que dos sucesiones (z,) y (y») de nimeros
reales son paralelas si y sélo si la sucesién (|2, — y,|) converge a 0. Es
decir,

(@) | (yn) & (22 —ynl) = 0.

Asi, dos sucesiones (z,) ¥ (yn) son paralelas si sus términos se aproxi-
man arbitrariamente para valores de n suficientemente grandes.
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4.9.3.

1. La sucesion de término n-ésimo z, = % es de Cauchy.
En efecto, dado € > 0, por la propiedad Arquimediana de IR existe
ne € IN tal que 2 < 3.

ng
Si m,m > ng, entonces %, % < nl—o En consecuencia,

‘ 1 1 1 1 2
<—4+—<—4+—=—<c¢.
n m Mo no No

1 1

fon = nl = |1 &
n m

Asi, (z,,) es de Cauchy.

2. Las sucesiones con términos n-ésimos &, = % YV Yn = % son paralelas.

En efecto, basta observar que, 1im |+ — 2| = lim L = 0.
n—oo

n n n—oo™
. , . .. _1)"
3. Las sucesiones con términos n-ésimos ¢, = % Y Yn = i—nL son paralelas.

En efecto, basta ver que, lim |1 — i‘—;)i| = lim 2|1 — (=1)*| = 0.
n—00 n—00

. , . .. —_1)" .
4. Las sucesiones de términos n-ésimos, z, = + y y, = ﬁ___zL son equiva-
? n n
lentes.

En efecto, dado € > 0 existe ng € IN tal que nl—o < 3. Luego, sim,n > ny,
11

1 [3 :
entonces mZon < 0 <3 En consecuencia,
1 (=™ 1 e €
T — T| = | = — <-4+ —5<z+;=c
| | ‘n m? n m? 2 2

Asi, las sucesiones (z,) y (yn) son equivalentes.

Teorema 4.9.4. Sean (z,) y (yn) sucesiones de nimeros reales y a,b € R.
Entonces:

1. (zp,) > a = (z,) esde Cauchy.

2. (@a) || (2n)-
3

(z,) es de Cauchy & (z,) = (zn).
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4o (zn) = a y (¥a) 2> a = (22) = (yn)-

5. ()= (y) = (zn) || (ga)-

6. (zn)~(yn) = (2n)y (yn.) son de Cauchy.

7. (zn)y (yn) de Cauchy y (zn) || (ya) & (2a) = (ya).

8. (zn) > a y (yn)ll (zn) = (yn) = a.

9. (z,) de Cauchy y (yn) || (z2) = (yn) es de Cauchy.

10. (z,) =~ (y.) < la sucesion (z1,Y1,22,Y2,-..) es de Cauchy.
Prueba:

1. Sea ¢ > 0. Entonces por la hipotesis existe ng € IN tal que n > ng
implica que |z, — a| < £. En consecuencia, si n,m > ng, entonces
|0 — 2| < |2n — a4+ |2 —a| < 5+ 5 =¢.

Asi, (z,) es de Cauchy.

2. Como para todo € > 0, |z, — z,| = 0 < €. Entonces cualquier ng € IN
satisface que n > ng implica que |z, — z,| < e y asi, (z,,) || (zn).

3. Este resultado es evidente de las definiciones.

4. Dado € > 0. Entonces por la hipdtesis existen ny,n, € IN tales que

n>n; = |xn—a|<g] y [n>n2 = Iyn—a|<% )
En consecuencia, si n > ng = max{n,n2}, entonces
(T — Tm| < |20 — a| + lyn — 4 <§+-§-:5.
Asi, (z,) = (Yn).
5. Para probar este resultado basta tomar m = n en la definicion de

sucesiones equivalentes para obtener sucesiones paralelas.



136 Sucesiones y Limites de Funciones.

6. Dado € > 0. Entonces por hipotesis existe ny € IN tal que n,m > n,
implica que |z, — ym| < %.
En particular, si m = n, entonces |z, — ym| < § siempre que m > ny.
En consecuencia,

[ )
|xn_$m|.§|xn_ym|+|ym_mm|<§+§:5

siempre que m,n > ng y por lo tanto, (z,) es de Cauchy.
7. (=) Dado ¢ > 0. Por la hipétesis, existen ny,ne € IN tales que
€
2

En consecuencia, si m,n > ng = max{n;,n,}, entonces

€
m,n>n; = |yn— ym| < =

n>ng = |, —ya < 5

& )
|xn_ym|S'xn_yn|+|yn_ym|<§+§:5-

Asi, (z,) = (Yn)-

(«=) Como (z,) = (y»), entonces por 6 y 7 se sigue que (z,) || (y,) vy
que (z,,) ¥y (y») son de Cauchy.

8. Dado ¢ > 0. Por la hipdtesis, existen n;,n, € IN tales que
€
2

En consecuencia, si n > ng = max{n;,ny}, entonces

€
n>n = |r,—a|< ] y [n>n2 = I:cn—yn|<—].

2

£

2:6.

€
19 — @l < lyn — 2l + foa —al < = +
Asi, (yn) = a.
9. Dado € > 0. Por la hipétesis, existen ny,n; € IN tales que

€ €
n>n = |:cn—yn|<§] Y [m,n>n2 = '.’Cn—;r,'m|<§]_

En consecuencia, si n > ng = max{n;,n2} entonces

3 £ £
Iyn_ymIS,yn—$n|+|$n—$m|+|xm—ym|<§+§+§:5.

Asi, (y,) es de Cauchy.
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10. (=) Nétese que, la sucesién (z1,y;, T2,Y2,.- . ) se puede escribir como:

{ Tntr S1 N es umpar
Zny = 2 .
yz sl nespar

Ahora, veamos que la sucesién (z,) es de Cauchy.
Sea ¢ > 0 arbitrario, como (z,) =~ (y. ), entonces existe ny € IN tal que

n,m>ng = |T,—Ym| <e.
Afirmamos que, kg = 2ng satisface que
j7k>k0 = |Zj—Zk|<€.

En efecto, basta ver que si ¢ € IN, entonces

Sk 9 N i+1>2n0+1 +1>
= n =1 - .
: 0 0 9 5 ) 5 Ng
: 1 2n

1> ko = 2n9 => §>70=n0.

Asi, en cualquier caso, si j,k > ko, entonces |z; — zx| < € y por lo
tanto, la sucesiéon (z1,y1,T2,¥2,...) es de Cauchy.

(«=) Como (z,) es de Cauchy en IR, entonces existe a € IR tal que
(zn) — a.
Por otro lado, (2,) y (y.) son subsucesiones de (z,), luego,
(zn) > a y (yn) = a.

En consecuencia, por 4, se sigue que, (z,) & (yn)-

Nota 4.9.5.

1. El reciproco de 6 del teorema 4.9.4 no es cierto. Para ver esto basta
tomar (z,) = (yn) = ((—1)"). Las sucesiones (z,) y (y,) son paralelas
sin embargo (z,) % (yn)-
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2. Dos sucesiones (z,) y (yn) pueden ser paralelas sin ser cada una de
Cauchy.
En efecto, basta tomar (z,) = (y.) = (—1)™.

3. El reciproco de 7 del teorema 4.9.4 no es cierto. Para ver esto basta

tomar (z, = %) y (ya = % 4 100). Claramente, () y (yn) son de

n

Cauchy pero (z,) % (yn)-

4.10. Limites de Funciones

Definicion 4.10.1. Sean A C IR un conjunto, f : A = IR una funcion y
a € A'. Un nimero L € IR es el limite de f(z) cuando z tiende para a y se
escribe lim f(z) = L (o f(z) > L (x — a)), cuando:

r—a

Dado € > 0 arbitrario, existe §=6(¢,a)?*> 0 tal que siz € Ay 0 < |zr—al| <6,
entonces |f(z) — L| < e. (Ver, Figura 4.4)
En simbolos

imf(z)=L & [Ve>036>0: z€ Ay0<|z—a|<éd = |f(z)-L|<e]

r—a
Nota 4.10.2.

1. Obsérvese que, €l limite L de una funcién es simplemente un niumero
real.

2. Notese que la funcién f no tiene por que estar definida en z = a.
3. De la definicién se sigue que, si V5 = (A\{a})N(a —§,a + §), entonces
Iimf(z)=L <& [NMe>036>0:2€Vs; = f(z)e(L—¢e,L+¢)

r—a

Iimf(z)=L & Ve>036>0: f(V5) C(L—¢,L+e).

r—ra
4. Supongamos que a € A’, entonces veamos que cualquier L € IR puede

satisfacer que, limf(z) = L.
r—ra

En efecto, sea € > 0 arbitrario. Como a ¢ A’, entonces existe § > 0 tal

que V5 = 0. En consecuencia, f[V5] = f(@)=0C (L —¢,L +¢).

?Esta notacidn indica que el § depende de ¢ y de a.
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A

-

¢
[+ o b--rmmmram e
{69 J
L - ’
L-¢ -

Figura 4.4: Limnite de una Funcion

De 4, se sigue que, no tiene sentido hablar de limite de f{.r) cuando »
tiende para a. si a & A

Obsérvese que. lim f(x) # L si v sélo si
I=pa

de>0:Vo>0Tr=x(8)eA: 0<|e—al<éd y [f(r)=L]| ==

La nocion de limite es local. es decir:

Dadas las funciones f.g + A T IR = R y dado a & . si crisie
una vecindad Vo de a lal que [{r) = glr) pava todo x{#£ a) € V' N A,

enfonces lim f(r) eriste si y solo si limg(r) eriste. En tal caso.

I f{r) = limg(.r).
o efecto, supongamos que existe una  vecindad V' ode o tal
que f(x) = glr) para todo x(#£ a) € V N A v que lim f(x) existe.

I—:n
Como V' es una vecindad de a (a € V°). existe &, tal que
a € (a—da.a+d,) C V. Entonces f(r) = g(x) para todo r € 15,
Si limf(«) = L € IR. entonces dado £ > 0 arbitrario existe d; > 0 1al

=1
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que z € Vs, implica |f(z) — L| < e.
Luego, para todo z € V5(8 = min{é;, d2}), se verifica que

glz)=f(z) y |f(@)-Ll<e
En consecuencia, si z € Vj, entonces f(z) = g(z) y asi, |g(z) — L| < <.
Por lo tanto, limg(z) = L.
r—a

El reciproco se prueba de manera similar.

4.10.3.
Sea f : R — IR dada por f(z) = ¢, para todo z € IR. Entonces
limf(z) = e
r—a

En efecto, dado € > 0 arbitrario, cualquier § > 0 satisface que
O0<|z—a|<é = |c—¢=0<e.

Asi, limf(z) = c.

T—ra

Sea f : IR — IR, dada por f(z) = z. Entonces, limz = a.

r—ra

En efecto, dado ¢ > 0 arbitrario, tomemos § = . Entonces
0<|lz—a|<d=¢c = |z—a|l<ec.

Asi, lim z = a.
r—ra

La funcién de Dirichlet f: IR — IR (ver, Figura 4.5) dada por,

|1 si zeqQ
f(‘”)_{o si z ¢ Q

satisface que lim f(z) # L, para todo L € R.
r—a

En efecto, supongamos que existe L € IR tal que, limf(z) = L. En-
r—ra

tonces para € = &, existe & > 0 tal que, 0 < |z —a| < & implica

27
f(z) = L] < 3.
Ahora, el conjunto (a — §,a + 8)\{a} contiene ¢ € Q y =z & Q. Luego,
por la definicién de f obtenemos que [0—L| < 3 y [1—L| < 3, lo cual
es imposible (;por qué?). Asi, alcl_r)r(llf(x) # L, para cualquier L € IR.
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Y

Figura 4.5: Funpcion de Dirichlet

1. Secan c € R\{0} fijo v f: R — IR una funcién dada por,

f(.z"]—{ ¢ st r>0

—c #5 r<0

Entonces limf{r) = esia 2 0 v himf(r) = —¢ st a < (. Ademas,
Tt aF—

!im}f(.‘r} 1o existe,

-l

I°n efecto. sea a > 0. Dado ¢ > 0 arbitrario. tomemos § = «. ntonces

O<|p—al<ae = 0<a<2a = |flz)—c|=|c—c=0<:.

Asi. Iimf(r) = ¢ 51 a > 0. De manera similar se prueba que
Umf(z) = —csia < 0.

\Tcls = 0. veamos que }_I_Ir‘llfij # L. para cualquier L € IR.

Suponganios que existe ]f_ € R tal que limf(e) = L. 5i ¢ > 0. sea

z = 5. entonces existe ¢ > 0 tal que o
0<|e|<d = |flr)-1L]<<

5"

Ahora. como el conjunto {—4.8)\{0} contiene r > 0 v r < (. entonces

2

C ¢
le=Li<5 ¥ |—e-Li<3
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S

X

Figura 4.6: Funcion Constante

Asi, L e (5.—-F) v [ €

l’-—j—}——,] lo cual es ill'||)n'-ii]1|r'_ Sy e o< L.
tomese : = —3 v procediendo como antes llegamos a una contradiccion.

Por lo tanto. 'I“i'u_lf{.:_'} # L. para cualquier L € IR.

5. limr® = 1.

Fu efecto, sea 2 > 0 arbitrario. Quercros hallar 6 > 0 tal gne
0.2 - 1] - ¢ implique gne p? — | <

¢ B L ) waes aroter ¢ fetie e
YRS - .’4 \!u‘ ' v IrJ ..|. | L 1, ' — | T _|‘.
P . ! ) ‘|| N 3 L ’ . } '
’
1} -~ — y = . l} = - < - -7 =

4.11. | |

) oniere beorema nos permite caracterizar el inite de ana hincidn en base
~ CESiUNeR,

4.11.1. Sean f: ACIR = R yae A Enfonces

-
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mfr) =L & [Me)CAa}: (@) ma = (@) = L]
Prueba: (=) Supongamos que f(z) = L (z — a) y sea (z,) C A\{a} tal
que (z,) — a. Probemos que (f(z,)) = L.

Como f(z) — L (z — a), entonces para ¢ > 0 arbitrario, existe § > 0 tal
que z € A, 0 < |z — a] < ¢ implica que

|f(z) = L] <e. (34)

Por otro lado, como (z,) — a, entonces para el § > 0 existe ng € IN tal que
n > ng implica que

0< |z, —al<é (35)

pues &, # a, para todo n € IN. Luego, por (34) y (35) si n > no, entonces
|f(zn) — L| <e. Asi, (f(z,)) = L.

(«=) Supongamos que para toda sucesién (z,) C A\{a} tal que (z,) — a
implica { f(z,)) — L. Probemos que f(z) — L (z — a).

Supongamos que f(z) 4 L (z — a). Entonces existe e > 0 tal que para todo
§>0,existez € A,0< |z —a|<dy|f(z)—L| >e.

Luego, si § = L n € IN, existe z, € (A\{a}) tal que

1
0<len—al<— y If(en) ~L| 2.

Asi, (z,) = a, pero (f(z,)) # L, lo que contradice la hipdtesis. Por lo tanto,
f(z) = L (z — a). |

Corolario 4.11.2.

1. Sean f: ACR - R ya € A. Silf_r)nf(m):Lylfmf(z):M,
r—ra r—a

entonces L = M (Unicidad del limite).

2. Sean f,g . ACIR ya€ A'. Silimf(z) =L y limg(z) = M. Entonces

r—ra r—a

a) lim(f(z) + g(z)] = L+ M.
b) limf(z)g(z) = LM.
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¢) limi& =L Mo

d) Silimf(z) =0 yg es una funcion acotada en una vecindad de a,
r—a

entonces lim f(z)g(z) = 0.
r—ra

Sean f,g,h : ACR - IR, a€ Ay ]gnf(x) = 11'_r>ng(a:) =L. S
f(z) < h(z) < g(z) para todo = € A\{a}, entonces limh(z) = L.
r—ra

Prueba:

1.

Sea (x,) C A\{a} tal que (z,) — a. Entonces por la hipétesis y teorema
4.11.1, (f(za)) = Ly (f(zn)) = M. Luego, por el teorema 4.4.4(1),
L=M.

Sea (z,) C A\{a} tal que (z,) — a. Entonces por la hipdtesis y el
teorema 4.4.4(1), (f(z.)) = Ly (9(z»)) = M. Luego, por el teorema
4.6.1(1), se sigue que (f(zn) +9g(zn)) = L+ M, (f(zn)g(zn)) = LM
y (é(;’:)) - % M #0.

En consecuencia, por el teorema 4.11.1, (a),(b) y (c) son ciertos.

Sea V una vecindad de a. Entonces por la hipétesis, existe M > 0
tal que

lg(z)| < M, (36)

para todo z € V. Sea (z,) C A\{a} tal que (z,) = a. Entonces, para
la vecindad V' de a, existe no € IN tal que n > ng implica z, € V.

En consecuencia, por (36) si n > ng, entonces |g(z,)| < M.

Por lo tanto, (g(z,)) es una sucesién acotada en V' y ademds por la
hipétesis f(z,) — 0. Asi, por el teorema 4.5.5(3), (f(z,)g(z,)) = 0y
por el teorema 4.11(1), se sigue que jlcl_r)r(llf(x)g(a:) = 0. Asi, (d) es cierto.

Sea (z,) C A\{a} tal que (z,) — a. Entonces por la hipétesis

(f(a) = Ly (g(za)) = L. (37)

Por otro lado, como (z,) C A\{a}, entonces para cada n € IN se tiene
que

f(zn) < h(zs) < g(zn). (38)
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Luego, por (37), (38) y el teorema 4,5,5(2) se sigue que (h(z,)) — L.
En consecuencia, por el teorema 4.11.1, limh(z) = L.
r—a

Nota 4.11.3.

1.

Del teorema 4.11.1, obtenemos una condiciéon suficiente para que

limf(z) # L, a saber:
r—a

Si existe (x,) C A\{a}, tal que (z,) — a, pero (f(zn)) # L, entonces
lim f(z) # L.

También del teorema 4.11.1, obtenemos una condicién suficiente para
que lim f(z) no exista, a saber:
r—a

Si existen (z,,),(yn) C A\{a} tales que (z,) — a y (yn) — a, pero
(f(zn)) = L y(f(yn)) > M con M # L, entonces lim f(z) no existe.

4.11.4.

lim sen(}) no existe.
r—ra

En efecto, supongamos que existe L € IR tal que L = lim sen(i).
r—a
1

Sean z, = ==, n € IN. Claramente, (z,) — 0

Y (ys) = 0.
Por otro lado, la funcién f : R\{0} — IR dada por f(z) = sen(),

satisface que

ne€Nyy, =

1
F+nx

f(zn)=sen(nm) =0 y f(y.) =sen (g + n7r) =1,

para todo n € IN. En consecuencia, (f(z.)) = 0y (f(yn)) = 1. Asi, L

no es unico y por lo tanto, lim sen(i) no existe.
Tr—ra

Sea f: R — IR dada por

z si z€Q
f(‘”):{o si z ¢ Q

Entonces, lim f(z) no existe (para todo a # 0) y h'n(l)f(:c) = 0.
r—a r—r
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En efecto, veamos que existen sucesiones (z,) C Q y (y») C R\®
tales que (z,) = ay (yn) = a (a #0), pero f(z,) 2> ay f(y.) — 0.
Para cadan € N, a € (a—%,a+ +). Como Q es denso en IR, entonces
para cada n € IN existe z,, € QN [(a — 1,a+ 1)\{a}] (obsérvese que,
es posible tomar z, # a, para todo n € IN). Asi, (z,) — a.

De manera similar se prueba la existencia de (y.). En consecuencia,
de la definicién de f obtenemos que

)=z, y flyn) =0,

para cada n € IN. Luego, (f(z,)) = ay (f(yn)) = 0, como z, # a
para cada n € IN y a # 0, se sigue que limf(x) no es unico. Esta
r—a

contradiccién conduce a que lim f(z) no existe, cuando a # 0.
T—a

Veamos que h'néf(:c) = 0.

z—
Dado ¢ > 0 arbitrario, tomemos é = ¢. Luego, como el conjunto
{reR: 0 < |z] < é} contiene z € Q y = ¢ @, se sigue por la
definicién de f que |f(z)| = |z, z € Qy |f(z)] =0, z & Q. En

consecuencia,
0<|z|]<d=¢ = |f(z)-0|<e.
Asi, il_g’(l)f(.’l) =0.

Teorema 4.11.5. Sean f,g : A C IR > IR, a € A, limf(z) = L y
r—a

limg(z) = M. Si L. < M, entonces existe § > 0 tal que para todo x € Vs, se

r—ra

verifica que f(z) < g(z).

Prueba: Como M > L,seac = —A’!T‘Ii Luego, por la hipotesis existen &y, 6, >
0 tales que
M-L
r€A 0<|z—a|l<éd = |flz)-L|< 5 y
M-L
rt€A 0<|z—al<éd = |g9(z)-M|< 5
En consecuencia, siz € Ay 0 < |z — a| < § = min{d;, ;2 }, entonces
M- L M—-L M-L M—L
L—- < flx) < L+ y M— <glz)< M- :

2 2 2
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Asi, f(z) <M y M < g(z) para todo z € V.
Por lo tanto, f(z) < g(z), para todo z € Vj. |

Corolario 4.11.6. Sean f: ACR - R, a€ A" Silimf(z) =L < M,

Tr—ra

entonces existe § > 0 tal que z € Vs implica que f(z) < M.

Prueba: Basta tomar g¢g(z) = M, para todo z € A y aplicar el teorema
4.11.5. |

Corolario 4.11.7. Sean f,g : A C R - IR, a € A, lllnf(.’l:) =Ly
limg(z) = M. Si f(z) < g(x) para todo z € A\{a}, entonces L < M.
z—ra

Prueba: Supongamos que M < L, entonces por el teorema 4.11.5, existe
§ > 0 tal que ¢ € Vs implica que g(z) < f(z), lo que contradice a la hipdtesis.
Asi, L< M. [ |

Notn 4,11.8.

1. El teorema 4.11.5 y los corolarios 4.11.6 y 4.11.7 tienen sus versiones
analogas cuandeM < L, L > M y f(z) > g(z) (para todo z € A\{a})
respectivamente.

2. De la nota 4.10.2(7) se sigue que en el corolario 4.11.2(3) basta suponer
que f(z) < h(z) < g(z) para todo z € V, donde V es una vecindad de
a.
Lo mismo ocurre con el teorema 4.11.5 y el corolario 4.11.7.

4.11.9.

Puede suceder que, f(z) # g(z), para cada z € Ry limf(z) = limg(z).
r—a r—a

Para ver esto basta tomar f,¢: IR — IR como, f(2) =z, g(z) = —zy a = 0.
Por lo tanto la hipétesis L < M no puede ser sustituida por L < M en el
teorema 4.11.5.

4.12. Limites Laterales

Definicion 4.12.1. Sean f : A — R, a« € Al. Un nimero real L se
llama limite a la derecha de f(z) cuando = tiende para a y se escribe
11'm+f(a:) =L (o f(z) = L{(z — a%)) cuando dado € > 0 arbitrario, existe
r—a



148 Sucesiones y Limites de Funciones.

§>0talquexr € Ay0 <z—a<d implica que |f(z)— L| <e.
En sitmbolos:
Iim f(z)=L & [Ve>038>0: r€ Ay0<z—a<é = |f(z)-L| <el.

x—=at

Andlogamente, sean f : A C IR, a € A”_. Un nimero real L se llama limite
a la izquierda de f(z) cuando z tiende para a y se escribe lim f(z) = L

r—a~

(o f(z) = L(z — a™)) cuando dado ¢ > 0 arbitrario, eriste § > 0 tal que
t€Ay0<a—z<§implica que |f(z)— L| < €.

En simbolos:

lim f(z)=L & Ve>030>0: 2€ Ayl <a—=z<é = |f(z)-L| <el.
T=ra—

Nota 4.12.2.

1. Los limites, h'm+f(:z:) y lim f(z) son llamados limites laterales.
r—ra T—a”

2. El teorema 4.11.5, y los corolarios 4.11.6 y 4.11.7 siguen siendo validos
para los limites laterales.

3. Las propiedades generales sobre los limites se adecuan a los limites
laterales, pues los limites h'm+f(x) y lim f(z) son simplemente limites
r—ra r—a~

ordinarios aplicados a las funciones ¢ = flan(a,400) ¥ 9 = J1an(=c0,a)
respectivamente.

4. El teorema 4.11.1 en el caso de limite por la derecha puede escribirse:

lim f(z) =L & [V(z.)AN(a,00): (z,) = a = (f(z.)) = L.

z—at

Teorema 4.12.8. Sean f : A C R — IR una funcidn, a € A, N A_. En-
tonces

imf(z) =L & 3 h'rn_}f(ac)7 lim f(z) y h'm+f(:1c) = lim f(z) = L.

r—a L—=a=
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Prueba: (=) Supongamos que lim f(z) = L. Entonces, dado € > 0 arbi-
r—a

trario existe § > 0 tal que,z € Ay 0 < |z —a| < é implica que |f(z)—L| < e.
Ahora, como |z —a|l < d si ysblosiz—a < dya—z < 4, entonces
si. z—a < d sesigue que |f(z)—~L| <e,y a—=x < § se sigue que
|f(z)— L] < e.
Asi, existen lim f(z), lim f(z) y lim f(z) = lim f(z) = L.

z—a~ z—at

r—at r—a~

(&) Supongamos que existen h'm+f(z), lim f(z) y que
r—ra r—a~
lim f(z) = lim f(z) = L.
z—at z—a~

Entonces dado ¢ > 0 arbitrario, existen é;,6; > 0 tales que, z € Ay
0<z—a<d implicaque|f(z)—L|<e;yz€ Ay 0 <a—z <6 implica
que |f(z) — L] < e.

Sea § = min{é;, 482}, entonces 0 < z—a < 6y 0 < a—z < 4. En consecuencia,
0 < |x—a|l <d ypor lo tanto, |f(z) — L| < e.

Asl, alcl_r)r}zf(x) = L. |

Nota 4,12.4.

El teorema 4.12.3 nos da una condicion suficiente para que lim f(x) no exista,
r—a

a saber

Si lim f(z) = L y lim f(z) = M, con L # M, entonces limf(z) no
.xi-m+ T—a~ z—a
existe.

4.12.5.

1. Sea f:IR — IR dada por f(z) = [z] (parte entera de z). Sea n € Z
(fijo), luego, lim[z] no existe, pues lx'm+ [z]=ny lim[z] =n—1.
r—n T—n T=yn=

Asi, lim f(z) no existe, para cada n € Z fijo.
r—n

2. Sea f : R\{0} — IR dada por f(z) = 1. Claramente, lim f(z) y

z—0t
lim f(z) no existen y en consecuencia, lim f(z) no existe.
=0~ z—0
3. Sea f : IR\{0} — IR dada por f(z) = . Entonces h'm+f(x) =1y
z—0
lim f(z) = —1. Asi, lim f(z) no existe.
0~ z—0
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4. La funcién f: IR\{0} — IR dada por f(z) =a™%, a > 0, satisface que

1 .
lim =% = 0, pero lim ¢~ = no existe. Asi, hmf(:c) no existe.
=0t z—0~

4.13. Funciones Monotonas

Definicién 4.13.1. Una funcion f: A C IR — IR se llama monétona no
decreciente cuando para cada z,y € A, se verifica,

r<y = flz)< fly)

La funcion f se llama mondtona no creciente cuando para cada z,y € A,
se verifica:

z<y = fly) < fl=)
La funcion f se llama creciente cuando para cada x,y € A, se verifica,

z<y = fz)<fly).
La funcion f se llama decreciente cuando para cada z,y € A, se verifica,
r<y = fly) <f(z)
4.13.2.
1. La funcién f : IR — IR, dada por

z si >0

f("’):{o si 2 <0

es monotona no decreciente y — f es una funcién mondtona no creciente.
2. La funcién identidad es evidentemente creciente.

3. Toda funcién f : A C IR — IR, creciente (respectivamente, decreciente)
es inyectiva.

En efecto, sean z,y € IR tales que z # y. Luego, si z < y, entonces
por la hipétesis f(z) < f(y) (respectivamente, f(y) < f(z)). En con-
secuencia, f(z) # f(y).

Si y < z, de manera similar concluimos que f(z) # f(y). Asi, f es
inyectiva.
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Teorema 4.13.3. Sea f : A C IR — IR una funcion mondlona. Entonces
para todo a € AN A'l y para todo b€ AN A existen h'm+f(x) y h'rgl f(z).
r—ra r—ro—

Prueba: Supongamos que f es no creciente. El conjunto

{f(z):x €Ay z>a},

es acotado, pues, para todo z > a por la hipétesis, f(a) > f(z) y asi, f(a)
es una cota superior para el conjunto {f(z) :z € Ay z > a} y ademas, el
conjunto es no vacio. Luego, por el Axioma Fundamental del Analisis existe
L € Rtal que L =sup{f(z):z€ Ay = > a}.

Afirmamos que lim+f(ac) = L.

En efecto, sea ¢ > 0 arbitrario, entonces por el teorema 2.5.14 existe
r € A,z > a tal que L — ¢ < f(z) < L. Ahora, tomemos § = = —a > 0,
entonces f(a+6) > L —e.

Por otro lado, como f es no creciente, para todo z € AN (a,a + ) se verifica
que L—e< fla+68) < f(r) < L +e.

Asi, existe § > 0 tal quez € Ay 0 < z — a < é implica que |f(z) — L| < ¢,

Por lo tanto, lim f(z) existe.
r—at

De manera andloga, se prueba que, existe lim f(z) , y que
b~

lim f(z) =inf{f(z): 2 € Ay = <b}.

b~

Not« 4.13.4.

Obsérvese que, st f es no decreciente, entonces

lim f(z) =inf{f(z): 2 € Ay z > a}.

r—at

Si f es no decreciente, entonces

lim f(x) =sup{f(z): z € Ay z <a}.
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4.14.

Defimncion 4.14.1. Sea A C IR un conjunto no acolado superiormente.
Dada {: A= IR, L € R s¢ llama limite cuando r tiende a +> dc [(r]
y escribimos lim f(x) = L si dado = > 0 arbitrario. existe M = M(z)?> 0

fal que |fix) — L] < = siempre que r € A yr > M. (Ver. Figura {.7)
ln simbolos

lim flr)=L & [Ve>03M >0: reAge>M = |fle)=L] < z].
G

Cuando A no s arolado inferiormente. I, & It sc llama limite cuando «
tiende a —oc de [(x) y eseribimos lim f(x) = L si dado = > O arbitrario.

criste M = M=) >0 tal que | (&) = L] _{ = siempre que ¢ € Ay < —M.
(Ver, Figura 4.7}
En simbolos

lim fr)=L & VM:>03M>0: redyr<-M = |f(ir)-L]<:=]

T —T

f X

IEsta notacidn indica gue el M depende tan sdlo de =
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Nota 4.14.2.

1.
2.

Los limites anteriores son conocidos como limites en el infinito.

Podemos establecer los teoremas para limites en el infinito, haciendo
modificaciones en los teoremas para limites ordinarios. Se recomienda al
lector, escribir y probar los teoremas con las modificaciones requeridas.

Los limites en el infinito son de “alguna manera” limites laterales, el

lim f(z) seria un limite por la izquierda mientras lim f(z) seria un
r—+00 T——00

limite por la derecha.

Nétese que, si f : IN - IRentonces lim f(x) eslimite de una sucesion.

z—=>+c0
4.14.3.
lim (1-2)=1.
En efecto, sea ¢ > 0 arbitrario. Como |1 — 1 —1] = TalTl’ entonces

siz >0, tomemos M = ¢. Asf,z > M = L implica |(1-1)—1|<e y

x
asi 1 es cierto.

lim (1 + 1) =e.

T—+oo

En efecto, para £ > 0 por la propiedad arquimediana de IR existe
un n € IN tal que

n—-1<z<n. (39)

Asi, se verifican las desigualdades:

1
n+1

<

8] [ =
3|

<

1+ L <1—|—1<1+1
n+1 r n

(1+nil)n<(1+%)z<(1+%>n+l. (40)
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Claramente, por (39) si £ — 400, entonces n — +o00. Luego, aplicando
el ejemplo 4.14.3(2) se sigue que,
lim (I1+ )™ = lim 1+ 5)" =e.

T —~00 T——00 n+l

En consecuencia, por (40) y por el corolario 4.5.5(2), lim (1+1)" =e.
T——00

4.15. Limites Infinitos

Definicion 4.15.1. Sean A C IR, a € A" y f : A — IR una funcion.

Diremos que f(z) tiende a +oo cuando z tiende para a (respectivamente,

z tiende para a por la derecha) y escribimos lim f(z) = 4oo (respectiva-
r—a

mente, h’rn+f(.r) = +00) st para cada M > 0, existe § > 0 tal que z € A y
r—a

0 < |z —a|] <d (respectivamente, 0 < x — a < ) implica f(z) > M. (Ver,
Figura 4.8)

De manera similar, diremos que f(z) tiende a —oo cuando x tiende para
a (respectivamente, z tiende para a por la izquierda) y escribimos

limf(z) = —oo (respectivamente, lim f(zx) = —oo) si pare cada M > 0,
r—a T=a~

eriste § > 0 tal que z € A y 0 < |z —a| < d (respectivamente, 0 < a—z < §)
implica f(z) < —M. (Ver, Figura 4.8))

De manera andloga se definen lim f(z) = +oo y 11'm+f(:£) = —00.
r—a— r—a

Nota 4.15.2.

1. De nuevo recordamos que —oo y +00 no son numeros reales y estos
simbolos sélo expresan el comportamiento de f(z) cuando z tiende
para a.

2. Los limites: limf(z) = 400, limf(z) = —o0, son llamados limites
r—a r—ra

infinitos.
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¥
1
- x
=a
Figura 4.8: Limites Infinitos
4.15.3.
M > 0 arbitrario. Notese que. '—J_L“- > M implica
. . L ovoael R [ P | i [ - . R |
C v v ap Yasi |r = 1] < 5. Por lo tanto. tomando 4 = —=

sov dcagne.si O < e —1] < 4, entonces

ﬁ > Ay por lo tanto,
| ¢ clerto.

. . . M > 0 arbitrario. Si 1 > M. entonces ,_'—f -l ¢

nard = ;'? para ver que 0 < ¢ < 4 implica que L > M
i o.

4.15.4. Scan ACIR,a€ Ny f,g: A = R una funcion.

e [V(r,)C A\{a}, {r,)—=a = (flr.)) = +x/.

o
~

ey “oac. entonces limf(x)# L€ R y lim f(r) # —c.
. I3 It

3o e x) =l enlonces £ ono es acolada o mnguno vecrndad de .
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4. St f(z) < g(z) para todo =z € A y limf(z) = +oo, entonces
r—ra
limg(z) = +o0.
r—a
5. Silimf(z)=L,L € R ylimg(z) = 400, entonces existe § > 0 tal que
T—a r—a
r€Ay0<|zr—a|l<d implica f(z) < g(z).
6. Silimf(z) = +oo, entonces para todo B C A con a € B’, se verifica
r—ra
que limh(z) = +oo, donde h = fig. Ademds, si B = AN(a—d,a+6)
r—a
entonces limh(z) = +oo implica que limf(r) = 400, donde h = fi.
r—a r—a
7. Si limf(z) = 400 y g es acotada inferiormente, entonces
r—a
lim((z) + g(z)] = +oo.
8 Si limf(z) =400 y g es acotada inferiormente por un nimero
r—a
positivo, entonces lim f(z)g(z) = +o00.
r—a
9. Si0<e< f(z), g(z) > 0 para todo z € A y limg(z) = 0, entonces
r—a
im{E —
;lrl_r,r}lg(r) = too.
10. Si f es acotada y limg(z) = 400, entonces lim &) = ¢,
r—Ya z—)g_g(:”)
11. Si f(z) > 0 para todo z € A, entonces
imf(x) =0 « lel_r)r;(}(lj)) = +o0.
2. S alcl_gif(:c) =400 y ykinoog(y) = L, entonces igr;g[f(x)] = L.
Prueba:
1. (=) Supongamos que, lim f(z) = +o00. Sea M > 0 arbitrario, entonces
r—ra

existe § > 0 tal que
t€AyYy0<|z—al<d = f(a)> M. (41)

Sea (z,) C A\{a} tal que (z,) — a, entonces para el § hallado, existe
no € IN tal que n > ny implica 0 < |z, — a| < é. En consecuencia, de
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o

(41) se sigue que, f(z,) > M siempre que n > ng. Asi, (f(x,)) = +oo.
El caso lim f(z) = —o0, se prueba de manera similar.
r—a

(«<=) Supongamos que, limf(z) # +oo. Entonces, existe M > 0 tal
r—a
que para todo é > 0 existe z € A, con

O<|z—a|<dy f(z) <M. (42)

Sea § = 1 n € IN, entonces por (42), para cada n € IN, existe

n?

z, € A\{a} tal que 0 < |z, —a| < Ly f(z,) < M. Asi, (z,) — «a
pero (f(z,)) # 400, en contradiccién con la hipdtesis. Por lo tanto,
lim f(z) = +oo0.

r—a
Supongamos que, limf(z) = +oo.
r—a
Si limf(z) = L, L € R. Entonces, para toda sucesién (z,) C A\{a}
r—ra

(zn) — a, se tiene que, (f(z,)) = L, pero esto contradice a 1. Asi,
lim f(z) no puede ser L para cualquiera que sea el L € IR.
r—ra

Si lim f(x) = —oo. Entonces, para toda sucesién (z,) C A\{a}, con
z—ra

(z,) = a, (f(zn)) > —o0, pero esto contradice 1. Asi, lim f(z) = +o00.
r—ra

Esto es una consecuencia inmediata de la definicion.

Sea M > 0 arbitrario. Entonces, por hipétesis existe, § > 0 tal que
re€Ayl<|z—al<é = flz)> M. (43)

Por otro lado, como f(z) < g(z) para todo = € A, se sigue de (43)
que g(z) > M siempre que 2 € Ay 0 < [z — a| < 6. En consecuencia,
limg(z) = 4oc.

r—ra

Dado € = 1, entonces por hipédtesis existe §; > 0 tal que
z€Ayl<|z—a|l<d = flz)<L+1. (44)

Ahora, tomando M = L + 1, por la otra parte de la hipdtesis, existe
d2 > 0 tal que,

r€Ayl<|z—al<éd, = glz)>L+1 (45)

Luego, tomando § = min{d;,d,} por (44) y (43) se verifica que,
g(z) > f(z) siempre que z este en una vecindad de a.
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Sea M > 0 arbitrario, entonces por hipétesis existe § > 0 tal que,
r€eAyl<|z—al<éd = flz)>M. (46)
Ahora, como B C A, a € B'y h = fi, entonces de (46) se sigue que
r€Byl<|z—al<é = h(z)>M
Asi, il_r’r(llh(:c) = +o0.

Para ver la segunda parte de 6, sea M > 0 arbitrario. Como

limh(z) = +o0, entonces existe § > 0 tal que
r—a

t€Byl0<|z—al<é = h{z)>M. (47)

Ahora, como h = f|g, donde B = AN (a — é,a + J), entonces de (47)

se sigue que
t€AYy0<|zr—a|<d = flz)> M.

En consecuencia, lim f(z) = +o0.
T—ra

Sea M > 0 arbitrario. Entonces, por la hipdtesis existe § > 0 tal que
t€Ayl<iz—al<d = flz)>M. (48)

Por otro lado, como ¢ es inferiormente acotada, existe K tal que para
todo = € A se verifica

9(z) > K. (49)
En consecuencia, de (48) y (49) se sigue que existe § > 0 tal que
r€Ay0<|z—a|l<d = flz)+g(z)>M+K>M.
Por lo tanto, igr;[f(x) + g(z)] = +oo.

Sea M > 0 arbitrario. Entonces, por hipétesis, existe é > 0 tal que,

M
K

teAy0<|z—al<d = f(z)> (50)
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donde K es la misma que en (49). En consecuencia, de (49) y (50) se
sigue que
M

KK:M.

r€Ay0<|z—a|l<d = [f(z)g(z)>

Por lo tanto, lim f(z)g(z) = +oo.
Tr—ra

9. Para probar 9, proceder como en la prueba de 4 del teorema 4.8.4.
10. Para probar 10, proceder como en la prueba de 5 del teorema 4.8.4.
11. Para probar 11, proceder como en la prueba de 6 del teorema 4.8.4.
12. Sea ¢ > 0 arbitrario. Entonces, por hipétesis existe § > 0 tal que
r€eAy0<iz—al<d = f(z)>e (51)
Por otro lado, existe M > 0 tal que
y>M = g(y)- Ll <e (52)
Luego, si tomamos € = M, entonces por (51) y (52) se tiene que
zr€Ayl0<|z—al<é = |g[f(x)]-L|<e.
Ast, limg|f(z)] = L.
El caggaigl?lg[f(w)] = 400 se prueba de manera similar al caso anterior.
|
Notu 4.15.5.
1. El teorema 4.15.4 tiene su versién dual cuando ::l:l—rﬂf(z) = —00.
2. Al igual que para los limites de sucesiones, en los limites de funciones

se presentan las “expresiones indeterminadas”, es decir expresiones de
[o.e]

la forma: %, 00 —o00, 0-00, 2 ,00, 000, 1%,
Por ejemplo, la expresion g, desde el punto de vista aritmético no tiene
sentido pues, 0 € IR no tiene inverso multiplicativo, pero desde el punto

del Analisis Matematico la expresién § tiene el siguiente sentido:
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Sean A CR, f,g: A—> IR y a € A Supongamos que
lim f(z) = limg(z) = 0. Luego, tomando B = {z € A: g(z) # 0} y
r—a r—a

a € B'. Entonces tiene sentido prequntarse si existe h'm!%%.
r—a

Ahora, puede ocurrir:

Caso L. limi—(%2 = L, para algin L € R, como se puede ver en el si-
r—a

guiente ejemplo:

Sean f,g : IR — IR dadas por f(z) = z* — 1y g(z) = ¢ — 1. En-
tonces lim f(z) = limg(z) =0y lim{® = 2.
r—1 r—1 z—)lg(z)

Caso I1. h’rnf;%)l no existe, como se puede ver ejemplo siguiente ejemplo:
r—ra

Sean f : R\{0} — R dada por f(z) = zsen(l)y ¢g: R - R

== 1 =i = fm 1)
da.da por g(z) = z. Entonces, alcl_r)r(l)f(l') = alcl_r)rcljg(:v) = 0 pero glgl_r,%g(a:) no
existe.

Por el mismo argumento co — 0o es una “expresion indeterminada”.
Basta por ejemplo tomar:

frg : R\{0} — IR dadas por f(z) = 1+ &5 y g(z) = %. Clara-

mente, lim f(z) = limg(z) = oo, pero lim[f(z) — g(x)] = 1. también
z—0 z—0 z—0 )
podemos encontrar ejemplos en los cuales lir%[f(:c) — g(z)] no exista.
r—
Una poderosa herramienta muy utilizada en los cursos de Calculo para

atacar la “expresiones indeterminadas”es conocida como la Regla de
L’Hépital y la estudiaremos en el capitulo 6.

4.16. Ejercicios

1.

Demuestre usando la definicion que:

a) lim Ya=1,s1a>0.

n—oo

b) lim L =1, a>0.

n—00
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¢) lim V/a® + b = max(a,b).

n—os
d) lim |z,|=|a], si lim z, =a.

(a) Probar que si una subsucesién de una sucesién de Cauchy converge
entonces, también converge la sucesion.

(b) Probar que toda sucesiéon de Cauchy en IR es acotada.
Pruebe que toda sucesién de Cauchy en IR es convergente.

Seazy =1 defina z,41 = 14+/z,. Demuestre que (z,) es convergente,
ademas calcule su limite.

Pruebe que si
r st ze@Q
fle) = { —z si z € R\Q

entonces lim f(z) no existe, siempre que a # 0.
r—ra

Dar un ejemplo para mostrar que la siguiente definicién de limite es
falsa.

Vé>03e>0 : 0<|z—al<éd=>|f(z)—-Li<e.

Probar que si lim z, = a, lim Z¥=+fn — 4 ;Fs cierto el reciproco?
n—o00 n—00 n

(a) Pruebe que si (z2,) = a y (22,-1) — @, entonces (z,) — a.

(b) Supéngase que, (z,) = ay A = {z, : n € IN}. Probar que
A tiene un unico punto de clausura.

(c) Sea (z,) una sucesién dada por z; =0, 2, =1y 2, = J(Tpy +
Zn—2) para todo n > 3. Probar que (z,) converge, ademas calcule su
limite.

Sea lim z,=a y X ={z,: n€ IN}.

n-—+oo
a) Probar que X = X U {a}.
b) Pruebe que M = X U{a} es compacto.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Sea (x,) una sucesién acotada en IR. Sea X, = {Tn,Tnt1 " * }nen-

Defina a, = inf(X,) y b, = sup(X,). Probar:

a) lim a, =sup{a,:n € N} =supinf{z, : n € IN}.
n—0o nEN

b) lim b, = inf{b, : n € N} = igl; sup{z, : n € IN}.

n—o0

¢) Llamaremos ¢ = lim «, y b= lim b,. Entonces,
n—oco n—00

(z,) converge siy solosi a=b.
;Existen funciones f: IR — IR que verifican:

o) flz+y)=fle)+fly) vy
b) lim f(z) = oo para algin a € R?

r—a

Probar que si lim %ﬂ =L y b#0, entonces lim o) — p.
z—0 z—0 x

Pruebe que

a) lim  f(z)= lim f(-z).

b) lim f(lz])= lim f(z).

¢) lim f(z*) = lim  f(z).

) Jim, S =Jim Sa)

¢) lim f(z)=lim f(z —a).

f) lim f(z) =lim f(z?).

9) lim flz)=1L & lim [f(z)—-L]=0.

B) lim f(z) =lim f(a+h).

(a) Si no existen los limites: lim f(z) y lim ¢(z). jPueden existir
r—a r—a

lim [f(z) +g(2)] vy lim [f(z)g(2)]?
(b) Si existen chl_r,rtll f(z) y };I_T, [f(z)+g(z)] . iDebe existir im g¢(z)?
(

r—a

c) Siexiste lim f(zx) yfio existe lim g(z). jPuede existir lim [f(z)+
r—a r—a r—=a

g(x)] ?
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(d) Si existen los limites lim f(z) y lim [f(z)g(z)]. ;Se sigue de
r—a

r—ra
ello que existe lim ¢(z)?
r—a

15. El siguiente problema es una construcciéon de los numeros reales uti-
lizando sucesiones de Cauchy de niimeros racionales.

a) Sean (z,) y (yn) dos sucesiones de Cauchy en Q, diremos que
(z,) es equivalente con (y,) st lim (z, — yn) = 0. Probar que la
n—00

relacion definida es de equivalencia.

b) Supdngase que X es el conjunto de todas las sucesiones equiva-
lentes a (z,) y Y el conjunto de todas las sucesiones equivalentes

a (yn). Probar que, XNY =0o X =Y.

Lo anterior nos dice que, el conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy en @), puede descomponerse en partes disjuntas, y cada
miembro de estas partes es equivalente a alguna sucesion fija. Asi,
definase cada una de estas partes como un numero real y dendtese
al conjunto de todos los mimeros reales como IR.

¢) Siay (B son numeros reales, sean (z,) una sucesién en a y (y,)
una sucesion en . Definase a + 8 como la coleccion de todas las
sucesiones equivalentes a la sucesion (z,,+y,). Probar que (z,+y,)
es de Cauchy y que la operacién a + 3 estd bien definida.
Definir la multiplicacién y proceder como en el caso anterior.

d) Probar que R con las operaciones suma y multiplicacion es un
cuerpo.

e) Definase los nimeros reales positivos de modo que IR se convierta
en un cuerpo ordenado.

f) Probar que toda sucesion de Cauchy en IR es convergente.

4.17. Algunas Sugerencias para la solucién de
los ejercicios

1. (a) Si @ > 1, haga los arreglos adecuados para aplicar la desigualdad
de Bernoulli. ~
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S5t 0 < a < 1, entonces % —1 > 0y asi, existe z > 0 tal que

—= = 14 z. Ahora, utilice el teorema 4.5.5(2).

(b) Como o > 0, existe p € IN tal que - < L%. De nuevo aplique
el teorema 4.5.5(2).

(c) Considere los casos a =00b=0y 0 <b < a.

(d) Utilice la desigualdad 8 del teorema 2.2.10.

Sea (a,) una sucesién de Cauchy y (a,,) una subsucesién de (a,) tal
que (a,,) — a € IR. Luego, aplique la desigualdad triangular.

Como toda sucesion de Cauchy en IR es acotada a la luz del ejercicio
2 y el teorema 4.5.1, basta probar que toda sucesién en IR tiene una
subsucesion no decreciente o bien una subsucesién no creciente.

Otra forma mas inmediata de probar el resultado es utilizando el teo-
rema de Bolzano-Welerstrass.

Pruebe que la sucesién (z,) es creciente y acotada superiormente.
Ademas, el limite L satisface la ecuacion

LY — 4B +6L? —-5L +1=0.

Ver el ejemplo 4.11.4(2).
El contraejemplo es facil.
Notese que,

2 e k2 S BN 7 el I e ol P Wl
n N n

2y = al 4+ + fon —
. |

(a) Este se resuelve con una manipulacién de los indices n, 2n y 2n — 1.
(b) Utilice el Método de Reduccién al Absurdo.

(c) Separe los términos de orden par de los de orden impar y pruebe que
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

(z,) es acotada. Ademas verifique que las subsucesiones (22,) y (Z2n-1)
son decreciente y creciente respectivamente. Por iltimo verifique que,

(22n), (z2n—1) = 2 y use la parte (a).

(a) Pruebe que X D X U {a} C X. Ademds, use el hecho de que el
rango de una sucesion convergente posee un unico punto de clausura.
(b) Pruebe que M es cerrado y acotado en IR. Recuerde que AU B =
AU B y que X es acotado.

Para probar (a) y (b, demuestre que (a,) es no decreciente y acota-
da superiormente y que (b,) es no creciente y acotada inferiormente.
Luego, por la nota 4.5.2 los resultados son ciertos.

(c) (=) Considere A = {z,: n € IN} y use el teorema 4.7.1(2).

(<) Para el conjunto A definido anteriormente pruebe que
a = min{a* : a* € A} y b = max{d* : b € A}. Asi, (z,) posee al
menos dos subsucesiones convergentes. Ahora, considere los conjuntos
A={z,: zn<a—€e}yB={z,: a+¢e < x,}. Pruebe que Ay B
son conjuntos finitos y asi, AU B es finito. En consecuencia,...

Suponga que existe una funcién f : R — IR que satisfaga (a) y (b) y
llegue a una contradiccién.

Utilice el teorema 4.6.1(2) y el hecho de que bh'mo %l;—zl = L.
T

Este ejercicio se resuelve manipulando adecuadamente las definiciones.
El lector no deberia tener problemas en dar las respuestas.

Consultar[17], pag 743.

4.18. Ejercicios Varios

1.

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales tal que

3(1 + a,

probar que (a,) — V3.
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2. Dados a,b € RY, defina inductivamente las sucesiones (z,) y (y»)

colocando b
— a
Ty + Yn
a4l = V/InYny, Yngl = 9 .

Probar que (z,) y (y.) convergen al mismo limite.

3. (a) Calcular lim 2+l

n—oo 1n(7)

(b) Si (z,) > 0o y a € IR, probar que

lim [v/In(en +0) - Vinz,| =0.

n—roo

4. Sean f,g:— R funciones definidas por

O st 24 Q
f(x)_{:c si z€Q

(z) = 1 st =0
FE=10 si a#0

, _ , P , o
Pruebe que LI_I}I(I) f(z)=0y il—Ivré g(y) = 0. ;Existe il_r)r(l) glf(2)]?

5. Pruebe que, Hm+ f(z) = L (respectivamente, lim f(z) = L) si
r—ra r—a—

y sblo si para toda sucesion decreciente (respectivamente, creciente)
(z,) C R con lim z, = a, se tiene que lim f(z,) = L.
T—0o0 n—o0

Sea f: IR — IR una funcion, definida por f(z) = zsen z. Pruebe que,
para todo ¢ € IR, existe (z,) C IR con (z,) = ooy (f(z,)) — ¢



“.. La curva de crecimiento que llamaremos grafico
de la funcion f, es una curva continua, sin un sélo
salto, sin un sdlo vacio entre punto y punto, una
curva que puede dibujarse -idealmente- sin levantar
nt un dpice la pluma del papel. En estas condiciones,
decimos que f es una funcion continua.

En realidad, el concepto de continuidad en su formu-
lacion matemdtica correcta es algo mds complicado;
estrechamente ligado al concepto de limite, se debe
también a la afilada mente analista de Cauchy.”
Joaquin Navarro

OBJETIVOS (Capitulo 5)

= Adquirir y aplicar el concepto de continuidad
y continuidad uniforme.

= Asociar los conceptos topoldgicos con los
conceptos de continuidad y continuidad uni-
forme.

s Aplicar los resultados basicos sobre con-
tinuidad y continuidad uniforme en la solu-
cion de problemas.



Capitulo 5

Funciones Continuas

El concepto de continuidad de una funcion, también se debe al eminente
matematico Agustin Louis Cauchy (1789-1857) y estd ligado al concepto
de limite. El concepto de continuidad es esencial en el estudio del Analisis
Matematico como lo demostraremos en el desarrollo del presente capitulo.
Otro matematico que aportd resultados fundamentales en el estudio de la
continuidad de una funcién fue Bernard Bolzano (1781-1848), uno de el-
los es el famoso teorema de los valores intermedios para funciones continuas.

En el presente capitulo estudiaremos en detalle los conceptos de continuidad
y continuidad uniforme y los resultados basicos sobre estos conceptos, para lo-
grar esto es imprescindible aplicar los conocimientos adquiridos en los capitu-
los 2 y 3.

5.1. Continuidad en un Punto y en un Con-
junto

Definicion 5.1.1. Sean A C R ya € A. Una funcion f: A = IR se llama
continua en x=a si, para cada € > 0 arbitrario existe §=6(a,e)" tal que
T € Ayl|z—al < implica |f(z)— f(a)| <e. (Ver Figura 5.1)

En simbolos:

fescontinuaenzr=a & [Ve>03>0: z€cAylr—al<d
= |f(z)— L] <¢].

1Esta notacién indica que el § depende de € y de a.

167
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Figura 5.1: Continuidad de una Funcién en un Punto

Nota 5.1.2.

1. La funcién f : A — IR es continua en A, si es continua en cada punto

de A.

2. De la definicién se sigue que, f es continua en z = a st y solo si para

cada € > 0, existe & > 0 tal que f[(a —é,a+9)] C (f(a)—¢, f(a)+¢)].

3. Obsérvese que, st a € A, puede ocurrir que,

Caso I. a ¢ A’ (es decir, a es un punto aislado de A), en tal caso
afirmamos que f es continua en & = a.

En efecto, como a ¢ A’ existe § > 0 tal que (a —4,a + )N A = {a}.
Asi, para todo € > 0 se verifica que

flla=4,a+68)] ={f(a)} C (f(a) =&, f(a) +¢).
En consecuencia, f es continua en = = a.

Caso Il. @ € A’ (es decir, a es un punto de acumulacion de A) en
tal caso



5.1

CONTINUIDAD EN UN PUNTO Y EN UN CONJUNTO 169

fescontinuaenz=a & limf(z)= f(a).
r—a

La nocién de continuidad es local, es decir, f : A — IR es continua en
z = a sl y s6lo si existe una vecindad V' de a tal que flyna es continua
en z = a. (Verificarlo)

Nétese que, f no es continua en z = a si sélo si
Je>0: V6>03dz=2(d,a) € A, |t —a|l<dy|f(z)— fla)] >ec.
En tal caso f se llama discontinua en ¢ = a.
5.1.3.

Claramente la funcién f : R\{0} — IR dada por f(z) = sen(:) es

1
discontinua en z = 0 (ni siquiera esta definida en z = 0).
La funcién f: IR — IR dada por

_ [ zsen(2) si 2 #0
f("”)‘{o siz=0

es continua en z = 0 (ver corolario 4.11.2(2(d))).
La funcién f: IR — IR dada por

x st z€@

s={5 drce

es continua en ¢ = 0, pero es discontinua en todo punto = # 0 (ver
ejemplo 4.11.4(2)).

Toda funciéon f : IN —» IR, es continua en IN, ya que cada n € IN es
punto aislado de IN.

Sean f:IR - IRy ¢ € R\{0} fijo. Entonces

c st >0
f(x)_{—c si <0
es discontinua en z = 0 y continua para todo z # 0 (ver ejemplo

4.10.3(4)).
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5.2. Condicion de Lipschitz y Continuidad

Definicion 5.2.1. Sean ACIR y f: A— IR una funcion, f se llama de
Lipschitz, si existe un M > 0 tal que

1f(z) = f(y)] < M|z -yl
para todo z,y € A.
5.2.2.
1. La funcién f: IR — IR dada por f(z) = 2z, es de Lipschitz.

En efecto, para todo z,y € IR se verifica que

|f(z) — f(y)
Asi, basta tomar M = 2, para que f sea de Lipschitz.

= 2z — 2y| = 2|z — y|.

2. Lafuncién f:[l,400) — IR dada por f(z) =z + %, es de Lipschitz.

En efecto, para todo z,y € IR se verifica

f(2) = fly)l = .Hl_y__’: (I_y)wy—1}
I Y Ty
Y

Ahora, como z,y > 1, entonces |ﬂ’z;—1| < 1. En consecuencia, tomando
M =1, por (1) se sigue que f es de Lipschitz.
Nota 5.2.3.
1. Toda funcién de Lipschitz es continua.

En efecto, sea f : A — IR una funcién de Lipschitz. Seana € Aye > 0
arbitrarios, entonces existe M > 0 tal que

|f(z) — f(y)] < M|z —yl,

para todo z,y € A. En consecuencia, tomando § = 3, podemos ver
que f es continua en a.

2. El reciproco del resultado anterior no es cierto, para ver esto basta
tomar f : IR — IR dada por f(z) = z?, la cual es claramente continua
mas no es de Lipschitz. (;Por qué?)



5.3. TIPOS DE DISCONTINUIDADES 171

5.3. Tipos de Discontinuidades

Definicion 5.8.1. Una funcion f : A — R tiene unae discontinuidad de

primera especie ena € A, cuando f es discontinua en a y ademds 11'm+f(:v)
r—a

y lim f(x) existen.

r—a—
La funcion f tiene una discontinuidad de segunda especie en a € A,

cuando f es discontinue en a y ademds h'm+f(:v) o lim f(z) no existen.
r—=ra r—a~
5.3.2.

1. La funcién f: R\{0} — IR dada por f(z) = sen(1) tiene una discon-

tinuidad de segunda especie en x = 0, pues lim sen(1) y lim sen()
z—0t z z—0~ z

no existen.

2. La funcién f: R — IR dada por
{ ¢ siz>0

—c s1 <0

f(z) =

donde ¢ # 0 es fijo en IR, tiene una discontinuidad de primera especie
en z =0, pues lim f(z) y lim f(z) existen.
z—0+ 0~

Nota 5.3.3.

Por el teorema 4.13.3, se sigue que las funciones monétonas no admiten dis-
continuidades de segunda especie.

5.4. Continuidad y Sucesiones

Teorema 5.4.1. (Caracterizacién de la continuidad por sucesiones )
Sean f: A—> IR ya € A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en x = a.

2. [ es secuencialmente continua en x = a (Es decir, para toda sucesion
(z,) C A tal que (z,) — a se verifica que (f(z,)) = f(a)).

3. f preserva sucesiones convergentes (Es decir, para toda sucesion
(z,) C A convergente en A se verifica que (f(z,)) converge en IR).
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Prueba: Si a € A’, entonces claramente f es continua en z = a.
Si a € A, entonces por el teorema 4.11.1 se concluye que f es continua en
r =asiysélosi limf(z) = f(a). Asl, 1 & 2.

r—ra

Supongamos que, 2 es cierto. Sea (z,) C A una sucesién convergente en
A, entonces existe a € A tal que (z,) — a. Luego, por la hipdtesis,

(f(z,)) = f(a) € R. Asi, 3 es cierto.

Supongamos que 3 es clerto. Sea (z,) C A tal que (z,) — a.
Entonces la sucesion (zy,a,z2,a,...) = a y por 3, existe y € IR tal que
(f(z1), f(a), f(z2), f(a),...) — y. Ahora, la subsucesién constante
(f(a), f(a), f(a),...) = f(a), en consecuencia, y = f(a). Por lo tanto, la
subsucesién (f(z1, f(z2), f(23),...)) = f(a). Es decir, (f(zn)) = fla) y

|

asl, 2 es cierto. Por lo tanto, 2 < 3 y el teorema queda probado.

Corolario 5.4.2. Sean f,g : A — IR funciones continuas en a € A, en-
tonces f + g y fg son continuas en a. Ademds, 'gi es continua en a, siempre

que g(a) # 0.

Prueba: Si a ¢ A’, entonces el resultado es evidente. Si a € A’ el resultado

es una consecuencia inmediata del teorema 5.4.1, el corolario 4.11.2(2) y nota
5.1.2.

Nota 5.4.3.

Del teorema 5.4.1 obtenemos condiciones suficientes para que una funcién
f : A— IR sea discontinua en = a € A, a saber:

Si existe una sucesion (z,) C A tal que (z,) — a (respectivamente, (z,)

converge en A) pero, (f(z,)) # f(a) (respectivamente, (f(z,))) no converge,
entonces f no es continua en r = a.

5.4.4.
La funcién f: IR — IR dada por
R 0
CR P

es discontinua en z = 0.
En efecto, la sucesién (z, = %) — 0, pero la sucesién (f(z,) = €”) — +oo.
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5.5. Funciones Secuencialmente Regular de
Cauchy

Definicién 5.5.1. Una funcion f : A — IR se llama Secuencialmente
Regular de Cauchy (SRC) si f preserva las sucesiones de Cauchy, es
decir, si (z,) C A es de Cauchy, entonces (f(z,)) es de Cauchy.

Lema 5.5.2. Sea f : A = IR una funcion. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. [ es SRC.

2. f preserva sucesiones equivalentes, es decir, si (z,) y (yn) Son suce-
siones equivalentes en A, entonces (f(z,)) y (f(yn)) son sucesiones
equivalentes en R.

Prueba: (1 = 2) Sean (z,),(y.) C A tal que (z,) =~ (y,). Entonces, por el
teorema 4.9.4(10), la sucesién (z1,y1,22,Y2,--.) es de Cauchy en A. Luego,
por 1, (f(z1), f(y1), f(z2), f(y2),-..)) es de Cauchy en IR, en consecuencia,
por el teorema 4.9.4(10), (f(z,)) = (f(yn)) y asi, 2 es cierto.

2 =1 Sea (z,) de Cauchy en A. Entonces, por el teorema 4.9.4(4), (z,) =

(z.) en A. Luego, por 2, (f(z,)) = (f(z.)) en IR y de nuevo por el teorema
4.9.4(3), (f(zn)) es de Cauchy en IR. Por lo tanto, 1 es cierto. |

Teorema 5.5.3. Sea f: A — R una funcion. St f es SRC, entonces f es
continua en A.

Prueba: Sean a € A arbitrario y (z,) C A tal que (z,) — a. Consideremos
la sucesién constante (y, = a). Luego, (y.) — a y por el teorema 4.9.4(4)
(zn) = (yn)- En consecuencia, como f es SRC por el lema 5.5.2, (f(x,)) =~
(F(ya)), es decir, (f(2a)) ~ (f(a)). Asi, por el teorema 4.94(5), (f(za) |
(7(a)).

Por otro lado, (f(z.)) — f(a) y asi, por el teorema 4.9.4(8), se sigue que
(f(zn)) = f(a). Por lo tanto, a la luz del teorema 5.4.1, f es continua en
z = a y el teorema queda completamente probado. ||

Nota 5.5.4.

El reciproco del teorema 5.5.3 no es cierto, para ver esto, basta tomar el
siguiente
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5.5.5.

Sea f:(0,1] = IR dada por f(z) = 1. Es facil verificar que f es continua,
mas no es SRC. (Verificarlo)

El siguiente teorema nos da una condicién adicional para que el reciproco
del teorema 5.5.3 sea cierto.

Teorema 5.5.6. Sea f: A — IR una funcion. Si A es conjunto cerrado y f
es continua, entonces f es SRC.

Prueba: Sea (z,) una sucesién de Cauchy en A. Veamos que (f(z,)) es de
Cauchy.

Como (z,) es sucesiéon de Cauchy en IR, existe a € R tal que (z,) — a.
Ahora, como A es cerrado por el teorema 4.7.1(2), a € A. En consecuencia,
por la continuidad de f se sigue que (f(z,)) — f(a) y por el teorema 4.9.4(1),
la sucesién f(z,) es de Cauchy. Asi, el teorema queda probado. [ |

5.6. Teoremas sobre Funciones Continuas

Teorema 5.6.1. Sea f: A — IR una funcién continua en a € A. Si f(a) #
0, entonces existe § > 0 tal que, para todo z € AN(a —d,a+48), f(z) tiene
el mismo signo de f(a).

Prueba: Supongamos que f(a) > 0. Sea ¢ = f(a), entonces por la con-
tinuidad de f en a, existe § > 0 tal que

cedylr—d <fla) = [f(z)=fla)l < fla). (2)
Ahora, como
[f(z) = fla)l < fla) & 0<[(z) <2f(a), (3)
entonces, por (2) y (3), f(z) > 0 siempre que z € AN (a — §,a + 6).
El caso f(a) < 0 se prueba de manera similar. i

Corolario 5.6.2. Sean f,g : A — IR funciones continuas en a € A. Si
f(a) > g(a) (respectivamente, f(a) < g(a)), entonces existe § > 0 tal que
f(z) > g(z) (respectivamente, f(z) < g(z)), para todo x € AN(a—3d,a+9).
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Prueba: Supongamos que f(a) > g(a). Definamos, h : A — IR, mediante
h(z) = f(z)—g(z), claramente h es continua. Ahora, como h(a) > 0, entonces
por el teorema 5.6.1, existe & > 0 tal que hAh(z) > 0 para todo
r€AN(a—d,a+ ).

Asi, f(z) > g(z) siempre que z € AN (a — §,a + §). El caso f(a) < g(a) se
prueba de manera similar. [

Corolario 5.6.3. Sean f,g : A — IR funciones continuas. Dados
B={z¢e A: f(z) <gz)} y D ={z € A: f(z) < g(z)}. Entonces,
existen conjuntos G C IR abierto y F' C IR cerrado tales que B = ANG y
D = AN F. En particular, si A es abierto, entonces B es abierto y si A es
cerrado, entonces D es cerrado.

Prueba: Por el corolario 5.6.2 para cada y € B existe un intervalo
Iy = (y — &y, y + &) tal que

{y}cAnI, CB. (4)

Luego, por (4) se sigue que

Uwtclyanr cn. (5)

yeB yEB

Ahora, como B = U {y}, por (5) se tiene que

3
BcAnl|J14 cB (6)
vEB
En consecuencia, tomando G = Uly, por el teorema 3.1.13(3) G es un
yEB

conjunto abierto y por (5), B=ANG.

La segunda parte del corolario 5.6.3 se resuelve, observando que

D=A\{z € A: g(z) < f(z)}.
Luego, para el conjunto {z € A: g(z) < f(z)} por la primera parte, existe
G C R abierto tal que

{zeA: glz) < f(z)} =ANG. (7)
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Por lo tanto, de (7) se sigue que
D =A\(ANG) = AN (R\G). (8)

Asi, tomando F' = IR\G por el teorema 3.13(3) y por (8), F es cerrado y
D=ANF.

El caso particular es evidente. |

5.7. Composicion de Funciones Continuas

Teorema 5.7.1. Sea f : A =5 R continua en a € A yseag : B - R
continua en b= f(a) € B y f(A) C B. Entonces, fog: A — R es continua
en a.

Prueba: Sea ¢ > 0 arbitrario, como ¢ es continua en b, existe A > 0 tal que
yEB y ly—bl <A = |g(y) —g(b)| <e. (9)
Por otro lado, como f es continua en a, existe § > 0 tal que
reAylz—al<d = |f(z)— fla)] <A (10)
Luego, st ¢ € Ay |z — a] < § se sigue de (9) y (10) que
lglf ()] = g(b)| = [{g o f)(z) = (g o f)a)] <e.

Asi, go [ es continua en a. [ |

5.8. Teoremas de Bolzano y de los Valores
Intermedios

Teorema 5.8.1. (Teorema de Bolzano )
Sea f : [a,b] = R una funcidn continua. St f(a)f(b) < 0, entonces existe
¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Prueba: Como f(a)g(a) < 0, entonces podemos asumir que f(a) < 0 < f(b).
Por la continuidad de f en ay por ser f(a) < 0, existe § > 0 tal
que f(z) < 0 para todo z € [a,b] N (a,a + &). De manera analoga por la
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continuidad de [ en by por ser f(b) > 0. existe A > 0 tal que f(r) > 0 para
todo € [a, b/ N (b— A.b). En consecuencia. los conjuntos

A={re(ab): flr)<0} y B={y€ (a.b): fly) >0},

son no vacios. disjuntos v por el corolario 5.6.3 sou abiertos,
St no existe ¢ € (a.b) tal que f(c) = 0, entonces [a,b) = AU B y asi. (a,h)
seria disconexo en contradiceion con el teorema 3.7.6. Por to cual, el teorema

gueda completamente probado.

ylk

Figura 5.2: Interpretacion Geométrica del Teorema de Bolzano

5.8.2. (Teorema de los valores intermedios )
"0 b = IR ouna funcion continua. Si f(a) < d < [(b) (respectiva-
o > d > gla)). enlonces existe ¥ € (a,b) tal que flr) =d.

Pr »a: g [a.b] = IR dada por g(r) = f(r) —d. Entonces, claramente
_ coudiciones del teorema de Bolzano v asi. existe « € (a. b} tal
Gne o, ) En consecuencia, existe & € (a.bh) tal que f{w) = d. E

5.8.3. Toda funcion conlinua transforma coneros en coneros. Es
IR es un tntervalo y f I — R es continua. entonces f(I) e
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Prueba: Si f es la funcién constante, digamos f(z) = ¢ (¢ € R, fijo) para
todo x € I, entonces f(I) = {c} = [c, ] €l cual es un intervalo.

Supongamos que f no es la funcién constante. A la luz del teorema 2.5.1 8,
basta tomar y,z € f(I) tal que y < w < z y probar que w € f(/).

Como y,z € f(I), entonces existen z,,x, € I talesquey = f(z1)y z = f(x2).
ASI’, f(xl) <w< f(:lfz)

Ahora, como f es continua, entonces por el corolario 5.8.2, se sigue que existe
z € I tal que w = f(z). En consecuencia, w € f(I) y el corolario 5.8.3 queda
probado. |

Nota 5.8.4.

1. El teorema de Bolzano nos asegura que la ecuacién f(z) = 0 tiene al
menos una raiz real, cuando f es continua en [a,b] y f(a)- f(b) < 0.

2. Geométricamente, el teorema de Bolzano nos indica que la grafica de
una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado, con
signos diferentes en los entremos del intervalo debe cortar al eje z al
menos una vez. (Ver Figura 5.2)

5.8.5.

1. Sea f :[a,b] = IR una funcién continua tal que f(a) < ay b < f(b).
Entonces, existe al menos un ¢ € [q,b] tal que f(c) = c.

En efecto, consideremos la funcién ¢ : [a,b] — IR dada por g(z) =
z — f(z). Claramente, g es continua y

g(b) =b— f(b) <0 < a— f(a) = gla).

Luego, por el teorema de Bolzano, existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = 0, es
decir, f(c) =c.

Un punto ¢ € A tal que f(c) = ¢ se llama un punto fijo de la funcién
f: A— R El ejemplo 5.8.5(1) es la version en la recta del “Teorema
del Punto Fijo de Brouwer”.

2. Sea f : IR — IR una funcién continua tal que lfrf fl@) = 40 ¥y
r—r+-o00

lim f(z) = —oo. Entonces, la ecuacién f(z) = 0 tiene al menos una
r——0oC
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raiz real.

En efecto, por las definiciones de Br;rl flz) =40y Er_n f(z) = —o0,

podemos tomar K > 0y M < 0 tales que
e>K = flz)21] y <M = f(z)<-1].

Ahora, como f es continua en el intervalo [M, K|, por el teorema de
Bolzano existe z € (M, K) C IR tal que f(z) = 0.

3. Todo polinomio de grado impar de coeficientes reales tiene al menos
una raiz real.
En efecto, consideremos p: IR — IR el polinomio dado por
p(z) = apz™ + ap_12* '+ - + a1z + a, con a, # 0 (podemos asumir,
a, > 0) y n impar.
Claramente, lim p(z) = +ooy lim p(z) = —oo (pues, n es impar).
r—+00 T—r—00

En consecuencia, p satisface las condiciones del ejemplo 5.8.5(1) y por
lo tanto, p(z) = 0 para algiun z € IR.

5.9. Continuidad y Compacidad

Teorema 5.9.1. Sea f : A = IR una funcion continua. Si A es un conjunto
compacto, entonces f(A) es compacto.

Prueba: A la luz del teorema 4.7.1(3), basta tomar una sucesién (y,,) C f(A)
y probar que posee una subsucesidn convergente en f(A).

Ahora, si (y,) C f(A), entonces y, = f(z,), =, € A paracadan € IN. Como
A es un conjunto compacto, por el teorema 4.7.1(3), existen una subsucesién
(2n,) de (zn) y a € A tales que (z,,) — a.

Por otro lado, por ser f continua, el teorema 5.4.1 nos asegura que

f(@ny) = f(a)- (11)
Asi, (11) nos da una subsucesiéon (yn, = f(z,,)) de (y.) tal que
(yn,) = fla) € f(A). Por lo tanto, el teorema queda probado. B

Corolario 5.9.2. Sea f : A = IR una funcion continua. St A es compacto,
entonces f estd acotada.
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Prueba: Por el teorema 5.9.1, f(A) es compacto y por el teorema 3.6.5,
f(A) esta acotado, asi, f estd acotada en R. |

Corolario 5.9.3. (De Weierstrass )

Sea f: A = R una funcion continua. St A es un conjunto compacto, en-
tonces f alcanza sus valores mdrimo y minimo. Es decir, existen xo,21 € A
tales que f(z) € [f(z0), f(z1)], para todo x € A.

Prueba: Como f es continua, entonces teorema 5.9.1 f(A) es un conjunto
compacto. Luego, por el corolario 5.9.2, f(A) esta acotado en IR. Evidente-
mente, f(A) es no vacio, asi, existen yo = inf f(A) y y1 = sup f(A). Ahora,
por el teorema 3.2.4 1yo,y, € m, y por el teorema 3.6.5 f(A) es ce-
rrado y asi, Yo, y1 € f(A). En consecuencia , existen zo,z; € A tales que

f(z) € [f(z0), f(21)], para todo z € A. |

5.10. Continuidad de la Funcion Inversa

Dada una funcién biyectiva f : A — B C IR continua, surge una pregunta
natural jes f~!: B — A continua? La respuesta en general es no, como lo
muestra el siguiente

5.10.1.
Sea f:[0,1) U [2,3] — [0,2] dada por

foz si z €[0,1)
f(x)_{ z—1 si z €23

claramente, f es continua en cada punto de su dominio. (Ver Figura 5.3)
Ademas, f es una biyeccién, donde f~!:[0,2] — [0,1) N [2, 3] dada por

N Jz si z€10,1)
f (z)“{ z+1 si z€(1,2]
no es continua en z = 1. (jpor qué?) (Ver Figura 5.3)

Nota 5.10.2.

Es necesario destacar que en el ejemplo 5.10.1 el dominio de f no es un
conjunto conexo (tampoco es compacto). Los teoremas 5.10.4 y 5.10.5 nos
dan condiciones suficientes para que la inversa de una funcién continua sea
una funcién continua.
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Fignra 5.3: ['ancion continua con imversa discontinua

5.10.3. Sea I C IR wun wiervalo no degenerado. Toda funcion
conlinua € Ingecltivg es mondtona.

Prueba: Supongamos que [ = [0.0] (a # b). Como f es inyectiva, entonces
fla) # f(h).

St fla) > f(b). veamos que [ es creciente en [. St f no [uera creciente en /.
eststirtan «,y € / tales yue

——
—
[T

~—

<y y fly) < fle).

Ahora puede ocurrir que:

(laso I. fla) < [(y).
Fntonces. por (1), fla) < f(y) < [(x). [nego, como [ es coutinna por el
corolano 5.8.2, existe ¢ € (¢..0) tal que

Jley = fiy). (13)

Por ser ¢ # y, entonces (13) contradice la inyectividad de f.

Caso 1. f(e) > [f(y). Entonces. como [(a) < [(b), se sigue que
fly) < fla) < [f(b). De nuevo. por el corolatio 5.8.2. existe ¢ € (y.h)
lal que

fle) = fla). (14)
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Figura 5.4: I'uncion Inversa Discontinua

Alora. como ¢ # a. entonces (16) contradice la invectividad de f.
Como fla) # fly). entonces en cualquier caso f no creciente en /. lo condice
a contradiccion. Por lo tanto, f es creciente en [,

[l caso. f(a) > f(b) se prueba de manera similar.
(Cuando [ ex un antervalo arbitrario. supongamos que [ no es monoton.

enfonces existirian .oy, 0 € 1 tales que oy > gy v o <y, pero
TCe) < flw) y flaa) > [lys).

Sean a = min{ry. g 32,42} v b = max{r,.p, r2.y0}. Claramente, fi,4 es
continua ¢ invectiva mas no monolona en contradiccion con la primera parte.

Asi. el teorema queda probado. i

leorema 5.10.4. Sea f : A = IR una biyeccion continua. Si A €5 compacio,

enfonces [ liene inversa continua.

Prueba: Sea b € f(A) arbitrario. veamos que ¢ = [~ es continua eu b
Supongaimos que g no es continua en b, En consecuencia existirian £ > 0 3

nna sucesion y, = f(e.).n € IN tal que

(Ua) = by glw) —glb)] 2 <.
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Es decir, existe a € Ay z, € A tal que
(yn) 2 b y |zn—a|>e, YVneN. (15)

Ahora, como z, € A,y Aes compacto, por el teorema 4.7.1(3) existen una
subsucesion (z,,) de (z,) y ¢’ € A tal que

(Tny) = @', (16)

Luego, de (15) y (16) se tiene que, |a—a’| > ¢. En consecuencia a¢ # a’. Ahora,
como f es continua, entonces por el teorema 5.4.1 se sigue que, f(z,,) —
f(a'). Asi, (yn, = f(xn,)) es una subsucesién de (y,) tal que

(¥n) = S(d). (17)
En consecuencia, por (15), (17) y el teorema 4.11.2(1), f(a) = f(a'), pero
esto contradice la inyectividad de f y asi, el teorema queda probado. |

Teorema 5.10.5. Sea I C IR un intervalo no degenerado. Toda funcion
continua € inyectiva f : [ — IR tiene tnversa f~': f(I) — I continua.

Prueba: Si [ = [a,b] (a # b), entonces como [ es compacto, por el teorema
5.10.4, f~! es continua.

El caso en que [ sea un intervalo arbitrario se deja como ejercicio al
lector. |

5.11. Homeomorfismos

Definicién 5.11.1. Sean A, B C IR. Un homeomorfismo entre A y B es
una biyeccion continua f : A — B cuya inversa f~' : B — A es continua.
Si tal funcién existe A y B se llaman homeomorfos.

Nota 5.11.2.

El teorema 5.10.5 nos asegura que si I C IR es un intervaloy f : I — R
es continua entonces I y f(I) son homeomorfos. En el caso I compacto, el
teorema 5.10.4 nos asegura que I y f(I) son homeomorfos.
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5.11.3.
Sean A = [2,3]U {4,5} y B = [8,9] U {7,10}. Entonces A y B son
homeomorfos.
En efecto, la funcién f: A - B dada por

7 si =4
flz)=< 10 si z=5
r+6 st 2<z<3

es un homeomorfismo entre A y B (verificarlo).

El intervalo (—1,1) es homeomorfo a IR.

En efecto, la funcién f : IR — (-1,1) dada por f(z) = %Irl es un

homeomorfismo entre (—1,1) y R (verificarlo).

5.12. Continuidad Uniforme

Definicion 5.12.1. Sean A C R y f : A - IR una funcion. f se llama
uniformemente continua (UC) en A, si para cada € > 0 existe § =5(¢)*>
0 tal que si para todo x,y € A y |z — y| < 4, entonces |f(z) — f(y)| < ¢.

En simbolos,

fesUCen A Ne>036>0: Va,ye A y lz—y| <0 = |f(z)-f(y)| <el

Nota 5.12.2.

1.

La diferencia esencial entre la continuidad y la continuidad uniforme de
una funcion f en A es; que para el primer caso el § a considerar depende
de cada x € A y de ¢ mientras en el segundo caso el § a considerar es
el mismo para todo z,y € A y tan sélo depende de ¢.

Claramente, si f es uniformemente continua en A, entonces f es con-
tinua, como veremos luego el reciproco no es cierto.

De la definicion 5.12.1, podemos obtener una condicién necesaria y
suficiente para que f no sea uniformemente continua en A se tiene que:

2En este caso el delta sélo depende de
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fnoesUC & [Fe>0:Vd>03Ja,ye A |[z—y|<éby |flz)-f(y)| >e.
4. Si f:A— IR es una funcién de Lipschitz, entonces f es UC en A.

En efecto, Sea ¢ > 0 arbitrario. Como f es de Lipschitz existe M > 0
tal que,
|f(2) = f(y)| < M|z -y,

para todo z,y € A. Asi, 6 = 35 satisface la condicién de la CU de f en
A.

5. No toda funcién UC en A es de Lipschitz en A. Para ver esto, con-
sidérese la funcién f : [0,400) = IR dada por f(zr) = /z, la cual es
UC en [0,+00) pero no es de Lipschitz (verificarlo).

5.12.3.

1. Sea f :[0,00) = IR dada por f(z) = senz?, entonces f no es UC en
[0, 00).
En efecto, si f fuera uniformemente continua en [0, 00), entonces para
¢ = 3, existirfa, § > 0 tal que z,y > 0 y |z — y| < & implicarfan

1
| sen £ — sen y?| < 3" (18)

Ahora, para cada n € IN, consideremos z, = \/F% Y Yn = \/7?—‘/"?—;?,

entonces (z, —y,) — 0y asi, para el §, existe ng € IN tal que n > ng
implica

|$’n—yn| < J. (19)

Asi, de (17) y (18) se sigue que

(n) n+1 1<1
sen ym— )} — sen = -
2 9 2’

lo cual no es posible, en consecuencia, f no es UC en [0, 00).

|sen(mcn)2 — sen(yn)zl =

2. La funcién f: (1,2) — IR dada por f(z) = 1 es UC en (1,2).
En efecto, dado € > 0 arbitrario queremos hallar § > 0 tal que

Vz,ye A y |-yl <d] = |[f(z)~fly)l<e.
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Si z,y €(1,2), entonces z,y > 1y asi, i < 1. En consecuencia,

11 -
1<|$ y|

I o

< |z —yl.
r y

Por lo tanto, tomando é = €, obtenemos lo que queriamos. Luego,

f es UC en (1,2).

5.13. Continuidad Uniforme y Sucesiones

Teorema 5.13.1. Sea f: A — IR una funcion. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. fesUCen A.

2. f preserva sucesiones paralelas (es decir, si (x,),(y,) son sucesiones
paralelas en A, entonces (f(zn)),(f(yn)) son sucesiones paralelas en

R).

Prueba: (1) = (2) Sean (z,) y (y.) sucesiones paralelas en A. Sea ¢ > 0
arbitrario, por 1, existe § > 0 tal que para todo z,y € A se verifica que

lz—yl<é = [|f(z) - fly)l <e. (20)
Como (z,) || (y.) para el § hallado existe ns € IN tal que
n>ns = |z, —y.]| <6 (21)
Luego,de (19) y (20) se sigue que, existe ns € IN tal que
n>ns = |f(@n) = fm)l <e.

Ast, (f(zn)) || (f(yn)) v por lo tanto, 2 es cierto.

(2) = (1) Supongamos que 1 no es cierto, es decir, existe ¢ > 0 tal que
para todo § > 0, existen z,y € A con |z —y| <dy |f(z)— f(y)| >e.

En consecuencia, para cada n € IN, consideremos ¢, = %, entonces existen
(), (yn) C A tales que

o = el <= g 1) = flo)] 2. (22)
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Ahora, como |z, — y,| = 0, entonces (z,) || (y») y por 2, (f(z,)) || (f(yn)).
Asi, |f(zn) — f(yn)| = 0, en contradiccién con (21). Por lo tanto, 2 es

cierto. |
5.13.2.

La funcién f : R — IR dada por f(z) = z? es continua, pero no es UC.

En efecto, sean ¢, = n + % y yn = n. Claramente,

1
|20 — yn| = =—=0.

n

n+—-—n
n

Asi, (za) || (yn)-
Por otro lado,

2

F (@) = flyn)] = |(n + %y n

En consecuencia, |f(z.) — f(y.)| # 0 y por lo tanto, (f(z,)) I (f(yr)).
Luego, por teorema 5.13.1, f no es UC en IR.

La continuidad de f es evidente.

5.14. Continuidad Uniforme y Funciones SRC

Teorema 5.14.1. Sean f: A = IR una funcion. Si f es UC en A, entonces
f es SRC.

Prueba: Sea (z,) una sucesién de Cauchy en A, veamos que (f(z,)) es de
Cauchy.
Sea € > 0 arbitrario, como f es UC en A existe § > 0 tal que

lz—yl<d = |f(e) - fly)l <e, (23)

para todo z,y € A.
Por otro lado, como (z,) es de Cauchy en A, para el § hallado existe no € IN
tal que

m,n>ny = |T,—ya| <4 (24)
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Luego, de (22) y (23) se sigue que
m,n>ny = |f(zn) - flym)| <e,

siempre que m,n > ng. Asi, (f(z,)) es de Cauchy y por lo tanto,

f es SRC. [ ]

Nota 5.14.2.

El reciproco del teorema 5.14.1 no es cierto como lo muestra el siguiente
5.14.3.

Sea f: IR — IR dada por f(z) = z*, por ejemplo 5.13.2, f no es UC en RR.

Como f es continua y IR es cerrado, se sigue del teorema 5.5.6 que f es SRC.
Notn 5.14.4.

1. La clase de las funciones SRC es una clase intermedia entre la clase
de las funciones continuas y la clase de las funciones uniformemente
continuas.

2. El reciproco del teorema 5.14.1 es cierto si agregamos una condicion
adicional como lo muestra el siguiente

Teorema 5.14.5. Sean f: A — R una funcion. St f es SRC y A estd aco-
tado, entonces f es UC en A.

Prueba: Supongamos que f no es UC. Procediendo como en (2) = (1)
del teorema 5.13.1, existen ¢ > 0 y las sucesiones (z,), (y.) C A tales que,

lwn - ynl < % y
|f(zn) = fya)] 2 €. (25)

Ahora, como (z,) C Ay A estd acotado, entonces por el corolario 4.5.4,
existen una subsucesién (z,,) de (z,) y a € IR tales que

(Zp,) — a. (26)
En consecuencia, como |t,, — yn, | < ;1; y por (25) se sigue que,
(Yn,) — a. (27)

Luego, por (25) y (26) la sucesion (Zn,,Ynys Tngy Ynyg,---) — a y asi, es de

Cauchy, entonces por la hipétesis  (f(zny)s f(Yny ), f(@Tng ), [(Yny) .. ) €s de
Cauchy en contradiccion con (24). Por lo tanto, f es UC en A. | |
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5.15. Continuidad y Continuidad Uniforme

Corolario 5.15.1. (Teorema de Heine )
Toda funcion continua definida en un conjunto compacto A es UC en A.

Prueba: Sea A C IR un conjunto compactoy f : A — IR una funcién
continua. Entonces A es cerrado y como f es continua por el teorema 5.5.6,

f es SRC. Ademas, como A esta acotado en IR por el teorema 5.14.5, se sigue
que f es UC en A. [ |

Nofa 5.15.2.

Otra prueba del corolario 5.15.1, se puede dar usando el teorema 5.13.1.

En efecto, Si f no fuera UC en A (compacto) , entonces por el teorema
5.13.1 existirian sucesiones (z,) y (y.) en A tales que (2,) || (y»), pero

(f(z)) W (f(yn))- (28)

Ahora, como (z,) C Ay A es compacto, existen (z,,) subsucesion de (z,) y
a € R tales que

(zn,) — a. (29)
Por otro lado, (z.) || (y») implica que,
(IZne = Ynel) = 0. (30)
En consecuencia, por (28) y (29) se sigue que
(Yni) = @ (31)
Asi, por (28), (30) y la continuidad de f en A, se sigue que

(f(zn)) = fla) v (f(yni)) = fla). (32)

Por lo tanto, de (31) obtenemos que |f(zn,) — f(yn, )| = 0, pero esto con-
tradice (27) y asi, f es UC en A.
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5.16. Ejercicios

1. Probar sin usar directamente la condiciéon de conexidad del intervalo
[a, b]:
Si f es continua en [a,b] y f(a) < 0 < f(b) entonces existe x € [a,b]
tal que f(z) =0.

2. Si f es continua en a entonces existe un § > 0 tal que f esta acotada

en (a —d,a+96).

3. Sin usar directamente la condicién de compacidad del intervalo [a,b]
demuestre:
Si f es continua en [a,b] entonces f estd acotada superiormente en

[a,b].

4. Sin usar directamente la compacidad del intervalo [a, b] demuestre:
Si f es continua en [a,b], entonces [ alcanza su valor mdzimo en [a, b].

5. Sea f continua en [a,b] y f(z) € Q para todo = € [a,bd]. [Qué puede
decirse acerca de {7

6. (Cuantas funciones continuas f existen satisfaciendo que [f(z)]? = 2?

para todo x € D(f)?

7. Supéngase que f y g son funciones continuas en [a,b] y que f(a) < g(a)
pero f(b) > g(b). Pruebe que f(z) = ¢g(z) para algin z € [a,b].

8. Sea f :[0,1] — [0,1], continua. Pruebe que f(z) = 2 para algin
x € [0,1].

9. Supédngase que f satisface la conclusion del teorema de los valores in-
termedios y que f toma soélo una vez cada uno de los valores. Pruebe
que f es continua.

10. Supéngase que f satisface f(z +y) = f(z) + f(y) y que f es continua
en r = 0. Pruebe que f es continua en todo punto de su dominio.

11. Pruebe: (a) f continua en a implica que |f| es continua en a.
(b) Toda f continua puede escribirse de la forma f = g + h, g pary
continua y h impar y continua.
(¢) Toda f continua puede escribirse de la forma f =g —h, g,h no
negativas y continuas.
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12.

13.

14.

13.

16.

17.

18.

19.

(a) Pruebe que si f es continua en L y que h'm+g(m) = L, entonces
r—ra

im flg(a)] = F(L).
r—a
(b) Ver que la condicién de continuidad es esencial en (a).

(a) Probar que si f es continua en [a, b], entonces existe una funcién g
continua en IR que satisface que g¢(z) = f(z) para todo z € [a,b].
(b) Véase que (a) puede ser falsa si se considera f continua en (a,b).

Demuestre que la restriccion de toda funcién continua es continua.

Sean f,g: X CIR — Y C IR, continuas en a. Si f(a) # g(a), pruebe
que existe un entorno abierto B de centro en a tal que f(B)Ng(B) = 0.
En particular si € B entonces f(z) # g(z).

Sean [,.J intervalos en IR y f : I — J una biyeccién creciente. De-
muestre que f (y en consecuencia f7!) es continua.

Sea X = AUB.Sea f: X CIR —Y CR una funcién. Probar que

si flay fip son continuas, entonces f es continua en AN B.

Sea f(z)=1z* z€[-1,00U(1l,00) = M. Considere f : M — [0,00).

.Son fy f~! funciones continuas?

Demuestre que si f y g son homeomorfismos, entonces f o g es un
homeomorfismo.

Sean X =[0,1]U{2,3} y Y = [5,6]U{4,7}. Defina un homeomorfismo
entre X y Y.

Demuestre que todo intervalo (a,b) es homeomorfo a IR.

Una funcién f : I C IR — definida en un intervalo I, se llama convexa
en [ si para cada par z,y € [ y cada par o, € R con a+ 3 =1 se
verifica que,

flaz + By) < af(z) + Bf(y)-

a) Probar que si f es convexa en [, entonces

f(6) — f(a) < fle) = f(a) < fle) — /(b)

b—a c—a c—b
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23.

24.

25.

26.

Continuidad y Continuidad Uniforme

siempre que a,b,c€ I ya <b< c.
b) Probar que f es convexa en [ siy sélo si
1 a f(a)
Lb f(b) | >0,
1 ¢ f(e)
siempre que a,b,c € [ con a < b < c.

¢) Probar que si f es convexa en [, entonces f es continua en /.
Ademas, Si a,b,c€ [ cona<b<cy

1o f(a)
L b f(b) |20,
1 ¢ f(e)

entonces f es continua en I.

Sean I C IR un intervalo y f una funcion continua en I tal que existen
y son finitos los limites laterales en los extremos de I. Probar que f es

UCen I.

Probar quesi f: A C IR — IR es una funcion UC en A y A estd aco-
tado, entonces f estd acotada. Es decir, si f no esta acotada cuando A
esta acotado, entonces f no es UC en A.

Sea f: A C IR — IR una funcidn. Si A es abierto, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua en A.

b) Para cada abierto G de IR se tiene que f~*(G) es abierto.

¢) Para cada intervalo abierto y acotado I en IR se tiene que f~'(I)

es abierto.

Sea f: A C IR = IR una funcién. Si F es cerrado, entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) [ es continua en A.

b) Para cada cerrado H de IR se tiene que f~!'(H) es cerrado.

¢) Para cada subconjunto H de A se tiene que f(H) C f(H) es
abierto.
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5.17. Algunas Sugerencias para la soluciéon de
los ejercicios

1. DefinaA={z: a<z<b, y f(t) <0Vtela,z|}. Sia=-supA, ve-
rifique que, f(a) = 0.

2. Aplique la definicion de continuidad de f en x = a para € = 1.

3. Defina
A={z: a<z<by [ acotada enfa,b|}.

Verifique que a@ = sup A = b, esto probaria que f estd acotada supe-
riormente en [a, z]...

4. Para verificar que a = sup f([a,b]) = f(y) para algin y € [a, b], defina

g(z) = a—:l(—z), z € [a,b] y pruebe que g no estd acotada superiormente

en [a,b...
5. Aplique el teorema de Bolzano.
6. Una funcién f es evidente.

7. Defina una funcién A : [a,b] — IR utilizando las funciones f y g. Luego,
aplique el teorema de Bolzano.

8. Proceda de manera similar al ejercicio 7.
9. Aplique el método de reduccién al absurdo.
10. Demuestre que f(0) =0y que f(z) — f(zo) = f(z — z0).

11. (a) Recuerde que ||z| — |y|| < |* — y| para todo z,y € R.

(b) Use una adecuada combinacién de la funcién f.

12. (a) Use adecuadamente las hipétesis.

(b) Dar un ejemplo de una funcién f no continua para la cual lfm+f[g(.r)] #
r—a

J(L).
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13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.
25.

Continuidad y Continuidad Uniforme

(a) Existe una g clara de elegir.

(b) Témese f(z) = L.

r—a

Utilice una adecuada manipulacién de la definicién de continuidad.

Suponga que f(a) > g(a) y aplique la condicién de continuidad para
e = {a)zsle),

3

Un dibujo sera de gran ayuda.

Aplique la definicién.

Un dibujo sera de gran ayuda (ver el ejemplo 5.11.3(1)).
Esto debe ser evidente de la definiciéon de homeomorfismo.
Proceder como en el ejemplo 5.11.3(1).

Utilizar el ejemplo 5.11.3(2) y el ejercicio 20.

(a) Nétese que

c—b b—a c—b b-ua
b= a+ c +

y = 1.
c—a c—a c—a c—a

(b) (=) Use las relaciones dadas en la ayuda para la prueba de (a).

(«<=) En este sentido no deberia haber problemas.

(c) Seana € I 'y ¢ : I\{a} — IR dada por %(z) = ﬂii:_i(ﬁl Pruebe

que ¥ es creciente y utilice el teorema 4.13.3.

Sean a,b € IR con a < b los extremos del intervalo I. Definase L =
h'm+f(:1:) y M = ll’ril f(z). Ahora, encuentre o y 8 en [ tales que
r—ra r—0"

L <a< B <My recuerde que f es UC en [a, ]
Nétese que, A C Ugea(x ~ 8,z + 6). Ademas, A es compacto.

(a = b) Pruebe que f~'(A4) C (f'(A))°. Sea a € f~}(V) arbitrario,

como V es abierto y f es continua en el abierto G,...
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26.

(b = ¢) Esto es inmediato de la hipotesis b.

(¢ = a) Sean @ € G y € > 0 arbitrarios. Considere f~((f(a)—¢, f(a)+
€)) y use la hipétesis (c).

(@ = b) Aplique la caracterizacion de clausura por sucesiones.

(b= ¢) Nétese que, H C f~'[f(H)] C f1f[f(H)].

(¢ =) Aplique el método de reduccién al absurdo.

5.18. Ejercicios Varios

1.

4.

Dada una funcién f : IR — IR continua. Argumente si son ciertas o
falsas los siguientes enunciados:

1.1.- f([a,b]) es un conjunto compacto.
1.2.- f([a,b)) es conexo.
1.3.- f~'({0}) es cerrado.

1.4.- f~YIR) y f~!(®) son simultdneamente abiertos y cerrados.

1.5.- f((a,b)) es abierto.
Demuestre que la funcién f :[0,1] = IR dada por
f(z) = sen(arctan ),
es acotada y su rango es un intervalo.
Sean f,g: X C IR = IR uniformemente continuas. Pruebe que:

3.1.- f + g es uniformemente continua.

3.2.- Si f y g son acotadas, entonces fg es uniformemente continua.

Sea f : [a,b] — IR una funcién que verifica la propiedad del valor
intermedio en [a,b]. Si f es monétona, entonces f es continua en [a,b).
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Continuidad y Continuidad Uniforme

Sea f : IR — IR la funciéon dada por
f(z) =2+ 0,001[z]

donde [z] es la parte entera del nimero z. Comprobar que para cada
g > 0,001 se puede hallar un §=4(w,¢)? tal que |f(z) — f(w)| < € si
|z — w| < 4§, mientras para 0 < ¢ < 0,001 no se puede hacer esto para
todo los valores de z. jEn qué puntos deja de ser continua la funcién?

Supongamos que para cada § > 0, existe € = €(4, a), tal que se verifica
la desigualdad |f(z) — f(a)| < € siempre que |z —a| < 4. [Se deduce de
aqui que la funcién f es continua en a ;Qué propiedad de la funcién
f se describe por las desigualdades dadas?

Supongamos que para cada € > 0, existe § = §(¢, a), tal que si |f(z) —
fla)] < e, entonces |z — a| < §. ;Se deduce de aqui que la funcién f
es continua en a ;jQué propiedad de la funcidn f se describe por las
desigualdades dadas?

Demuestre que el polinomio P(z) = 1 + 3z + 2 + z® tiene al menos
una raiz real.

—1, no existe

Sea f(z) = tanz . A pesar de ser f(§) =1y f(3%) =
= 0. Explicar por

ningin punto z en el intervalo [§,3%] tal que f(z)
qué no hay contradiccion con el teorema de Bolzano.

3Esta notacién indica que el § depende de ¢ y de w.





