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"Es interesante, sin embargo, conocer algunos límites
que desempeñan un papel importante o simplemente
curioso en las matemáticas... Entre los más impor­
tantes ocupa un lugar privilegiado

1 1 1 2 1 3 1 4 In
(1+ 1) ,(1+ 2) ,(1+"3) ,(1+ 4) ,... ,(1+;-) l'"

cuyo límite es el célebre número e. Este número
e = 2,718281828445904523536... es junto con 1l"

el más popular de las matemáticas; es la base de
los logaritmos neperianos, aparece en gran número
de fórmulas de la electricidad, de la Biología... e
incluso en las cuentas bancarias." Joaquín Navarro

OBJETIVOS (Capítulo 4)

• Estudiar los conceptos y propiedades sobre
límites.

• Caracterizar en sentido topológico los con­
juntos de la recta utilizando sucesiones.

• Aplicar los conceptos y resultados sobre
límites en la solución de problemas.



Capítulo 4

Sucesiones y Límites de
Funciones

Hace unos 2400 años el filosofó griego Zenón de Elea (495-435 A.e) es­
tableció la siguiente paradoja:

Un corredor no puede alcanzar una meta, pues siempre debe recorrer la mi­
tad de una distancia antes de recorrer la mitad de una distancia total. Esto
es cuando haya recorrido la primera mitad, le quedará la mitad de esta y
cuando haya corrido la mitad de esta, le quedará la cuarta parte, y así, suce­
sivamente e indefinidamente.

Estas fracciones, en la que cada una es la mitad de la anterior, dividen el
trayecto en un número indefinido de partes cada vez más pequeñas.
Correr por separado cada parte, se necesita una cantidad de tiempo, parece
natural que el tiempo necesario para recorrer todo el trayecto a de ser la
suma total de todas las cantidades de tiempo.
ASÍ, decir que un corredor nunca puede alcanzar una la meta equivale a decir
que no lo consigue en un tiempo finito.
Esto también significa que la suma de un número finito de intervalos posi­
tivos de tiempo no puede ser finita.

La afirmación de Zenón: la suma de un número infinito de cantidades po­
8itivas no puede 8er finita fue contradicha 2000 años más tarde, con la for­
mulación de la Teoría de Sucesiones. El planteamiento de Zenón es conocido
como PARADOJA DE ZENÓN.
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Supongamos que el corredor se mueve a velocidad constante y necesita t
minutos en la primera mitad del recorrido. La experiencia física nos dice que
si un corredor se mueve a velocidad constante alcanzará su meta en un tiem­
po doble del que necesitaba para alcanzar su punto medio. Con la Teoría
de sucesiones queda invalidada la paradoja de Zenón cuando el corredor se
mueve a velocidad constante.

La teoría de Sucesiones comenzó su desarrollo en el siglo XV 11, pero es el
eminente matemático francés Agustin Louis Cauchy (1789-1857) quien
introdujo la definición analítica del concepto de límite en el año 1821 ex­
poniendo la teoría moderna de límites.

En el presente capítulo expondremos la Teoría de sucesiones; el conocimiento
y manejo de esta es indispensable para el estudio del Análisis Matemático.
Debido a la importancia de este capítulo presentamos en detalle los conceptos
y resultados básicos sobre sucesiones utilizando gran cantidad de ejemplos y
eJerCICIOS.

4.1. Sucesión

Definición 4.1.1. Una sucesión de elementos en IR es una función
x : IN -+ IR.

.'\otél 4.1.2.

1. La imagen x(n) E IR, la denotaremos por X n y se llama término
n-ésimo de la sucesión. Además escribiremos (x n ) o (Xl, X2,"', X n ,' .. )

para indicar a la sucesión.

2. Es conveniente no confundir la sucesión X con el conjunto x(IN) (rango
de x) de sus términos. Por ejemplo, la sucesión (O, O, ... ,O, ) no
es lo mismo que el conjunto {O} y las sucesiones (0,1,0,1, ) y

(0,0,1,0,1, ... ) son diferentes aun cuando el conjunto de sus términos
{O, 1} es el mismo.
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4.1.3.
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1. La sucesión con término n-ésimo X n = c, para todo n E IN (c E IR fijo),
define la sucesión constante. En este caso, el conjunto de sus términos
x(IN) = {c}.

2. Si X n = (_l)n, para todo n E IN, entonces la sucesión queda definida
por 1 si n es par y -1 si n es impar. El conjunto de sus términos es
x(IN) = {-1, 1}.

3. La sucesión con término n-ésimo X n = ~, para todo n E IN tiene como
conjunto de sus términos x(IN) = {1, ~,~, ... }.

4.2. Sucesiones Acotadas y Monótonas

Definición 4.2.1. Una sucesión (xn) es acotada en IR si el conjunto de sus
términos es acotado en IR. Es decir) existe M > O tal que Ixnl ::; M) para
todo n E IN.

4.2.2.

1. La sucesión constante es evidentemente acotada.

2. La sucesión con término n-ésimo X n = ~ es acotada, pues

X(IN) e [0,1].

3. La sucesión con término n-ésimo X n = n no es acotada, pues

X(IN) = IN.

4. Sea (x n) una sucesión con término n-ésimo Xn = an, a E IR.

Si a = O o a = 1, entonces X n = O, para todo n E IN o X n = 1,
para todo n E IN. En cualquier caso, (x n ) es una sucesión constante y

por lo tanto es acotada.

Si O < a < 1, entonces O < an < 1, para todo n E IN y así, (x n )

es acotada.
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Si a > 1, entonces a = 1 + h con h > O, luego por la desigualdad
de Bernoulli (ver ejercicio l(f) de 1.8) an = (1 + h)n > 1 + nh. En
consecuencia, dado cualquier M E IR, podernos hallar n E IN tal que
an > M (esto es posible al tornar n > M¡:l). Así, cuando a > 1, en­
tonces la sucesión (x n ) no es acotada superiormente.

Si -1 < a < 1, entonces lal < 1 y corno lal n = lanl concluirnos que la
sucesión (x n ) es acotada.

Si a = -1, entonces obtenernos la sucesión de término n-ésimo
X n = (_l)n, la cual es acotada.

Si a < -1, entonces a2n = (a 2)n forma un conjunto de potencias
de a2 > 1, el cual es un conjunto no acotado superiormente y así, (x n )

no es acotada superiormente. Además, los términos a2n+l = aa2n for­
man un conjunto no acotado inferiormente y así, (x n ) no es acotada
inferiormente.

5. La sucesión definida por, Xl
acotada.

)2 +VXn-l' n ~ 2, es

En efecto, claramente, O es una cota inferior para (x n ).

Nótese que, Xl = "j2 < 2 y X2 = )2 + "j2 < V4 = 2. Probemos por
inducción que X n < 2 para todo n E IN.
Claramente Xl < 2.
Supongamos que X n < 2 y probemos que xn+l < 2.
Ahora, corno

Xn < 2 =} ..¡x;: < 2 =} 2 +vx: < 4 =} Xn+l = J2 + vx: < 2,

entonces X n < 2 para todo n E IN Y en consecuencia, (x n ) es acotada
superiormente.

Definici6n 4.2.3. Una suceswn (x n) se llama monótona si satisface
Xn ::; Xn+l) para todo n E IN o Xn ~ Xn+1J para todo n E IN. En el prime1'
caso (xn) se llama no decreciente y en el segundo caso (x n) se llama no
creciente.



4.2. SUCESIONES ACOTADAS Y MONÓTONAS 111

Cuando ocurre x n < Xn+l para todo n E IN) (x n ) se llama creciente y cuando
ocurre Xn+l < X n ) para todo n E IN) (x n ) se llama decreciente.

4.2.4.

1. La sucesión con término n-ésimo X n = .!. es decreciente.
n

En efecto, n < n + 1 implica que, XnH

todo n E IN.

1 .!.
n+l < n X n , para

2. La sucesión de término n-ésimo X n = n, es evidentemente creciente.

3. La sucesión con término n-ésimo X n = (_1)n no es monótona.

En efecto, no puede ser creciente, pues, Xl = -1 < 1 = X2 > -1 = X3

y por lo tanto no puede ser decreciente.

4. Dada la sucesión de término n-ésimo X n = an a E IR. Entonces,
Si a = Oo a = 1, (x n ) es monótona.
Si O < a < 1, Xn+l = an

+
l < an = X n , para todo n E IN Y aSÍ, (x n ) es

decreciente.
Si a > 1, Xn+l = an

+
l > an = X n , para todo n E IN Y aSÍ, (x n ) es

creciente.
Si a < O, (x n ) no es monótona pues sus términos son alternadamente
negativos y positivos.

5. La sucesión definida por Xl

creciente.
')2+ JXn-l' n > 2 es

En efecto, probemos por inducción que X n < Xn+l, para todo n E IN.

Si n = 2, como 2 +,j2 > 2, entonces X2 = V2 +,j2 > V2 = Xl'

Ahora, supongamos que Xn-l < X n y probemos que X n < Xn+l'

Por la hipótesis de inducción tenemos que,

Xn-l < X n =} JXn-1 <~
=} 2 + JXn-1 < 2 + .¡x:
=} X n = J2 + VXn-1 < J2 +~ = Xn+l'

ASÍ, X n < XnH, para todo n E IN Y por lo tanto, (x n ) es creciente.
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4.3. Subsucesiones

Sucesiones .Y Límites de Funciones.

Definición 4.3.1. Sea (x n ) una sucesión en IR (x : lN -+ IR), una subsu­
cesión de (x n ) es una restricción de x a un subconjunto infinito

de lN.

-~-o1a 4.3.2.

1. Podemos escribir una subsucesión de (x n ) mediante (Xn)nEIN* o (Xnk)kEIN

o simplemente (xnk ).

2. De la definición se sigue que toda sucesión es una subsucesión de si
mIsma.

3. Nótese que, lN* e lN es infinito si y sólo si lN* no es acotado superi­
ormente, es decir para cada no E IN existe nk E lN* tal que nk > no.

4.3.3.

1. Para la sucesión (x n ) de término n-ésimo X n = (-1t, podemos consi­
derar las subsucesiones (X2n = 1) Y (X2n-l = -1).

2. Para la sucesión (xn ) de término n-ésimo X n = ~[1 + (_1)n+lJ,
podemos considerar las subsucesiones (X2n = O) Y (X2n-l = n).

4.4. Sucesiones Convergentes y Divergentes

f)(-'f1nición 4.4.1. Sea (x n ) una sucesión en IR. Un número real a se llama
límite de (x n ) si para cada é > O existe no = no(a,é)l E lN tal que n > no
implica IX n - al < é. (Ver, Figura 4.1)

i'\ ola 4.4.2.

1. Cuando la sucesión (x n ) tiene límite a se escribe

1Esta notación indica que el no depende de é y a.
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E I

'( ," ""'1'" re ) !, t

a-E XII a atE

Figura 4.1: Sucesiones Convergentes

lím Xn = a o (Xn ) -t a.
n--+<Xl
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2. La definición de límite de una sucesión puede escribirse de manera
simbólica como sigue:

lím Xn = a {::} [Ve> O 3no E lN: n > no :::::} IX n - al < E)
n--+<Xl

límXn = a {::} [VE> O 3no E IN: n > no :::::} X n E (a-E,a+e)],
n--+<Xl

esto último significa que cada entorno E(a, e) contiene todos los tér­
minos X n salvo para un número finito de índices n.

',,:'
1\

3. Nótese que,

límxni-a {::} [3e>0: VnoElN, 3nElN:n>noylxn -al2::e].
n--+<Xl

4. Si una sucesión (x n ) tiene límite a, entonces diremos que (x n ) es una
sucesión convergente en caso contrario diremos que (x n ) es diver­
gente.

4.4.3.

1. La sucesión (xn = ~) converge a O.

En efecto, dado E > O, por la propiedad arquimediana de IR existe
no E IN tal que ...l. < c. En consecuencia, si n > no entoncesno
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2. Claramente, si (x n ) es la sucesión constante, X n = c, para todo n E :IN.
Entonces lím X n = C.

n--+oo

3. La sucesión (x n = (-lt) es divergente.

En efecto, supongamos que (x n ) converge, es decir existe a E IR tal
que lím X n = a.

n--+oo

Ahora, si a = 1, entonces existe no E:IN tal que X n E O,~) (tomando
E = ~ en la definición de límite) para todo n > no, lo cual no es posible
pues si n es impar, entonces X n = -1 rf- O, ~). Así, a =f 1.
De manera análoga se prueba que a =f -1.
Si a =f 1 ya =f -1, es posible hallar e tal que X n rf- (a - E, a + e), para
todo n E :IN lo que contradice el hecho de que lím X n = a. Por lo tanto,

n--+oo
la sucesión (x n ) diverge.

4. La sucesión (x n = an
) converge a O, si O < a < 1.

! - 1 > O. En consecuenCIa,
a

En efecto, si O < a < 1, entonces
existe h > O tal que ~ - 1 = h y así,

n 1
a =---

(1 + h)n
(1)

Ahora, dado c > O queremos hallar no E IN, tal que n > no implique
lan

- 01 = an < c.
Por otro lado, por la desigualdad de Bernoulli, (1 +h)n 2: 1+nh y así,

1 1
(1 + h )n :::; 1 +nh' (2)

Luego, como X- > O, por la propiedad arquimediana de IR existe no E :IN

tal que

(3)

1 1 1 c
--<-<-<­
t+n n no h

n 1
=> a = (1 + h)n < é.

1
---<c
1 +nh

1 e
-<-o
no h

Por (3) (2) Y (1) obtenemos que

1 1
n > no => - < - =>

n no
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Teorema 4.4.4. Sea (x n ) una sucesión en lR.

1. El límite de una sucesión es único.

2. Si lím X n = a, entonces toda subsucesión de (xn ) converge a a.
n-too

3. Si lím X n = a, entonces para todo k E lN, lím Xn+k = a.
n-too n-too

4. Si (x n ) converge, entonces (x n ) es acotada.

Prueba:
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1. Supongamos que (x n ) ~ a y (x n ) ~ b. Entonces dado é > Oexisten nI

y n2 en lN tales que n > nI implica IXn - al <~' y n > n2 implica
IX n - bl < ~' Luego, si no = máx{nI, n2}, entonces n > no implica que

(4)

Ahora, si n > no, por (4) Y la desigualdad triangular tenemos que

En consecuencia, como é es arbitrario concluimos que, la - bl = O (ver
teorema 2.;.1(14)) y así, a = b. Por lo tanto, 1 es cierto.

()... ').

2. Sea (xnk ) una subsucesión de (x n ). Como (x n ) ~ a, entonces dado
é > O existe no E lN tal que

n > no =} IXn - al < é. (5)

Como lN* = {nk: nk < nk+l, k E lN} es infinito, entonces para no
existe nko E lN* tal que nko > no. En consecuencia, si k > ko, entonces
nk > nko > no y por (5) se sigue que, IXnk - al < é. Por lo tanto,
(xnk ) ~ a.

3. Como (Xn+k) es una subsucesión de (x n ), entonces por 2, lím Xn+k = a.
n-too
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4. Supongamos que (x n ) --t a, entonces para é = 1 existe no E IN tal que
n > no implica que X n E (a -l,a + 1). Sea

A = {x¡, ... ,xno,a -l,a + 1},

entonces para todo n E IN se tiene que X n E [a, b], donde a = mÍn A y
b = máx A. Por lo tanto, (x n ) es acotada.

i\;orti 4.4.5.

Del teorema 4.4.4, se obtienen condiciones suficientes para la divergencia de
una sucesión a saber:

1. Si una sucesión posee dos subsucesiones que convergen a límites dife­
rentes entonces la sucesión diverge.

2. Si una sucesión posee una subsucesión divergente entonces la sucesión
diverge.

3. Si una sucesión no es acotada, entonces la sucesión diverge.

4.4.6.

1. Una sucesión puede ser acotada y no convergente, por ejemplo la suce­
sión (x n = (_l)n) no converge, pues las subsucesiones (X2n = 1) --t 1
Y (X2n-l = -1) --t -1. (Así, el recíproco de 3 del teorema 4.4.4 no es
cierto. )

2. La sucesión (xn ) de término n-ésimo X n = ~[1 + (_l)n+l] diverge, pues
la subsucesión (X2n = n), por no estar acotada es divergente.

4.5. Condiciones Suficientes de Convergencia

El siguiente teorema nos da una condición suficiente para la convergencia de
una sucesión.

Teorema 4.5.1. Toda sucesión monótona y acotada de números reales es
convergente.



4.5. CONDICIONES SUFICIENTES DE CONVERGENCIA 117

Prueba: Supongamos que (x n ) es una sucesión no decreciente y acotada
superiormente.
Sea A = {xn : n E lN}. Evidentemente, A .¡. 0 y es acotado superiormente.
Luego, por el Axioma Fundamental del Análisis, existe a E IR tal que
a = sup A. Afirmamos que (x n ) --+ a.
En efecto, para cada é > 0, por el teorema 2.5.14 existe no E lN tal que

a - é < x no :::; a < a + é.

Ahora, si n > no, entonces como (x n ) es no decreciente se sigue que

(6)

(7)

Luego, por (6) y (7) si n > no, entonces a - é < x no < X n :::; a < a + é. ASÍ,
n > no implica que IXn - al < é y por lo tanto lo afirmado es cierto.
El caso (x n ) no creciente y acotada inferiormente se prueba de manera aná­
loga al caso anterior. •

:\1 ota 4.5.2.

Del teorema 4.5.1, se concluye que:

1. Una sucesión (x n ) creciente y acotada superiormente es convergente y
(x n ) --+ sup{xn : n E IN}. (Ver, Figura 4.2)

'""'" "11;

supA

Figura 4.2: Condición Suficiente de Convergencia

2. Una sucesión (x n ) decreciente y acotada inferiormente es convergente
y (xn ) --+ inf{x n : n E IN}. (Ver, Figura 4.3)

3. De la prueba del teorema 4.5.1, concluimos que el teorema también vale
cuando la sucesión (xn ) es monótona y acotada a partir de un cierto
no E IN.
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1-t""'"II'" I

infA

Figura 4.3: Condición Suficiente de Convergencia

4.5.3.

1. La sucesión de término n-ésimo X n = ~ es acotada inferiormente y es
decreciente. Además, inf{ ~ n E IN} = O. Luego, por el teorema 4.5.1,
(~) -t O.

2. La sucesión con término n-ésimo X n = n~l' es creciente y acotada su­
periormente.

En efecto, obsérvese que, para todo n E IN

n 2 + 2n < n 2 + 2n + 1 =:> n(n +2) < (n + 1)2
n n + 1

=:> X n = -- < -- = X n +l·
n+1 n+2

En consecuencia, (x n ) es creciente.
Además, como n < n + 1, implica que X n = n~l < 1, para todo n E IN.
Así, (x n ) es acotada superiormente.
Afirmamos que, sup{ n~l : n E IN} = 1.

En efecto, 1 es una cota superior para el conjunto {n~l : n E IN}.
Supongamos que existe c E IR tal que c < 1 y

n
n + 1 S; c, (8)

para todo n E IN. Luego, 1 - c > O y por la propiedad arquimediana
de IR, existe n E IN tal que

n-1
C<--.

n
(9)
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Como (9) contradice a (8), entonces lo afirmado es cierto.
Por lo afirmado y el teorema 4.5.1, se verifica que (n~l) ---* 1.

Corolario 4.5.4. (Teorema de Bolzano-Weierstrass )
Toda sucesión acotada de números reales posee una subsucesión convergente.

Prueba: Sea (xn ) una sucesión acotada de números reales. Por el teorema
4.5.1, basta probar que (x n ) posee una subsucesión monótona. Un término
X no de la sucesión (x n ) se llama cumbre cuando X no ~ X n para todo n > no.
Definamos

1) = {n E IN: X n es un término cumbre}.

Si 1) es finito, entonces sea nI > máx{n : n E 1)}. Como x n ¡ no es un térmi­
no cumbre existe n2 > nI tal que X n ! < x n2 • De esta manera, x n2 no es un
término cumbre así, existe n3 > n2 tal que X n ! < X n2 < X n3 .

Continuando de esta forma obtenemos una subsucesión (xnk ) de (x n ) tal que
xnk < X nk+!, para todo k E IN. Es decir, (xnk ) es creciente.

Si 1) es infinito y 1)={ nI < n2 ... < nk ... }, entonces la subsucesión (Xn)nEV

sería no creciente.
ASÍ, en cualquier caso (x n ) posee una subsucesión monótona. Por lo tanto el
corolario queda probado. •

Teorema 4.5.5.

1. Sea a = lím Xn' Si b < a, entonces existe no E IN tal que X n > b, para
n-+oo

todo n > no. Análogamente, si a < b, entonces existe un no E IN tal
que X n < b, para todo n > no.

2. Si lím X n = lím Yn =a y X n ~ Zn < Yn, para todo n > no, entonces
n-+oo n-+oo

lím Zn = a.
n-+oo

3. Si lím X n = O Y (Yn) es una sucesión acotada, entonces lím XnYn = O.
n-+oo n-+oo

Prueba:

1. Como b < a, por la hipótesis aplicada a é = a - b, existe no E IN tal
que n > no implica X n E (a - a +b, a +a - b) = (b, 2a - b). ASÍ, X n > b,
para todo n > no.
La segunda parte se prueba de manera similar.
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2. Sea E > O arbitrario, entonces por hipótesis existen ni, n2 E lN tales
que n > ni implica que a - E < Xn < a + E, y n > n2 implica que
a - E < Yn < a +E.

Sea no = máx{ni, n2}' Luego, si n > no, entonces

a - é < X n < a + é y a - é < Yn < a + é. (10)

En consecuencia, por la hipótesis y (10) se sigue que n > no implica
que

a - E < X n :::; Zn :::; Yn < a + é.

Así, IZn - al < E siempre que n > no y así, (zn) -t a.

3. Como (Yn) es una sucesión acotada, entonces existe M > O tal que

IYnl:::; M, (11)

para todo n E lN.
Por otro lado, como (x n ) -t O, dado é > Oexiste no E lN tal que n > no
implica que,

(12)

Luego, si n > no por (11) y (12), tenemos que

Por lo tanto, (xnYn) -t O.

•
:\01a 4.5.6.

Obsérvese que, de la definición de convergencia de una sucesión se obtiene
que

límxn=a {:} lím(xn-a)=O {:} límlxn-al=O.
n~oo n-too n-t=
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Corolario 4.5.7.
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1. Si (xn ) --+ a ya> O, entonces existe no E N tal que X n > O pam todo
n > no. Análogamente, si a < O, entonces existe un no E lN tal que
X n > O para todo n > no.

2. Sean (xn ) --+ a y (Yn) --+ b. Si X n ::; Yn pam todo n > no, entonces
a ::; b. En particular, si X n < b para todo n > no, entonces lím X n < b.

n-+oo .-

Prueba:

1. Basta aplicar el teorema 4.5.5(1) en el caso b = O.

2. Supongamos que a > b. Luego, por argumento de densidad existe c E IR
tal que b < e < a y por el teorema 4.5.5(1) existe no E lN tal que
n > no implica que Yn < e < x n , pero esto contradice la hipótesis. Así,
2 es cierto.

•
4.5.8.

1. Sean X n = O, para todo n E lN Y Yn = ~, para todo n E lN. Claramente
X n < Yn, para todo n E lN, pero lím X n = lím Yn = O.

n-+oo n-+oo
Este ejemplo muestra que, X n < Yn, para cada n E lN, no implica que
lím X n < lím Yn'

n-+oo n-+oo

2 l ' 2l:±!... - O. 1m 2+4 - .
n-+oo n

En efecto, observemos que

n + 1 2!l 2 2 2
0< n 2 + 4 < n2~4 = ~ + i = n + i < ;;.

n n n n

En consecuencia, tomando X n = O, para todo n E lN Y Yn = ~, para
todo n E lN, por el teorema 4.5.5(2) concluimos que, lím ~±+14 = O.

n-+oo n
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3. lím~ = O.
n--+oo n

En efecto, como la sucesión de término n-ésimo, Yn = (_l)n es aco­
tada y (-nI) -+ O, entonces por el teorema 4.5.5(3), lím (_1)n = O.

n--+oo n

4. lím yr.n = 1.
n--+oo

En efecto, Si a > 1 y b 2: O, entonces para todo n E IN se verifica
que,

(a +bt

> (13)

Luego, colocando a = 1 Y b = yr.n -1 en (13) obtenemos que para todo
n E IN

Luego,

[1+(yIn-1)t n(n -l)(yIn )2n> nn-1
- 2

n-1
1 2: -2-( yIn - 1)2

J 2 > nrn - 1 > O.n_1- vlt -

O< nrn - 1 < J 2 .- v n
- n-1 (14)

4.6.

Ahora, como lím J ':1 = O (para ver esto, verifique que no > ; + 1
n--+oo n e

satisface la definición) , entonces por (14) y el teorema 4.5.5(2) se sigue
que, lím [yr.n - 1] = O. En consecuencia, lím yr.n = 1.

n--+oo n--+oo

..
AIgebra de Límites de Sucesiones

Teorema 4.6.1. (Operaciones con límites )
Supongamos que lím X n = a y que lím Yn = bJ entonces

n--+oo n--+oo
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1. lím (Xn + Yn) = a + b.
n--+oo

2. lím (XnYn) = ab.
n--+oo

3. lím ~ =~, b i- O.n--+oo Yn
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4· Sea X n ~ o) para todo n E IN. Si lím X n = a) entonces lím vx;: = va.
n--+oo n--+oo

Prueba:

1. Por la hipótesis, dado é > O existen nI, n2 E IN tales que n > nI
implica que IXn - al < i, y n > n2 implica que IYn - bl < i· Sea
no = máx{nl' n2}' ASÍ, n > no implica que

(15)

Ahora, si n > no, por (15) obtenemos que,

Por lo tanto, lím (xn + Yn) = a + b.
n--+oo

2. Obsérvese que,

XnYn - ab = XnYn - xnb + xnb - ab = Xn(Yn - b) + b(xn - a). (16)

Por otro lado, las sucesiones (x n ) y (b) es acotadas y además,
lím (xn - a) = lím (Yn - b) = O. En consecuencia, por el teorema

n--+oo n--+oo
4.5.5(3), 1 Y (16) se sigue que.

lím (xnYn - ab) = lím xn(Yn - b) + lím b(xn - a) = O.
n--+oo n--+oo n--+oo

ASÍ, lím (XnYn) = ab.
n--+oo

3. Obsérvese que

Xn _ ~ _ xnb - Yn a _ ( b _ )_1_
b - b - Xn Yna b .

Yn Yn Yn
(17)
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Como lím (xnb - Yna) = O; por el teorema 4.5.5(3) y (17) basta probar
n-+CXl

que la sucesión (zn = -b
1

) es acotada, para ver que 3 es cierto.
Yn

Sea c = b; . Luego, lím (Ynb) = b2> c> O, se sigue del teorema 4.5.5(1)
n-+CXl

que existe no E IN tal que n > no implica c < Ynb. Así, Zn < 1. parae

todo n > no.
Sea M = máx{lzll, ... , IZnol, D; entonces IZnl < M para todo n E IN.
Por lo tanto, la sucesión (zn) es acotada y 3 queda probado.

4. Sea a = O. Dado é > O, por la hipótesis existe un no E IN tal que
Ixnl < é 2 para todo n > no. En consecuencia, I~I < é para todo

n > no. Así, lím~ = v'O = O.
n-+CXl

Sea a i- o. Dado é > O, por la hipótesis existe no E IN tal que si n > no,
entonces

(18)

En consecuencia, si n > no, se sigue de (18) que,

Así, lím~ = va.
n-+CXl

•
4.6.2.

1. líman = O si lal < 1.
n-+CXl

En efecto, supongamos que O < a < 1. Como (a n
) es una sucesión

decreciente y acotada inferiormente, entonces por el teorema 4.5.1,
(an) ----+ a = inf{an: O < a < 1 y n E IN}.
Ahora, las subsucesiones (a n2 ) ----+ a y (a n2+n) ----+ a. Así, a satisface la
ecuación a2 = a, pues an2+n = an2 an. En consecuencia, a = O o a = 1.
Como a no puede ser 1 (¿por qué?), entonces a = O.
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Nótese que,

-1 < a < O => 0< lal < 1

=> lím laln = O
n-too

=> lím lanl = O
n-too

=? lím lan
- 0\ = O

n-too
=? lím an = O.

n-too

Si a = O, el resultado es evidente.
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2. La sucesión (x n ) dada por Xl = v'2 y X n J2 + .JXn-1 n 2': 2 es
acotada superiormente y es creciente. Luego, por el teorema 4.5.1, existe
a E IR tal que (x n ) -t a. En consecuencia, a satisface a = J2 +va.
Es decir, a4

- 4a2
- a + 4 = o.

El siguiente resultado nos permite resolver algunos límites de apariencia com­
plicada.

Teorema 4.6.3. Sea X n > O, para todo n E IN Y lím Xn±l = a. Sí a < 1,
n-too Xn

entonces lím X n = O.
n-too

Prueba: Corno a < 1, entonces por un argumento de densidad existe e E IR
tal que a < c < 1. Luego, por el teorema 4,5,5(1) existe no E IN tal que
n > no implica O<~ < c. En consecuencia,

Xn

O < Xn+l < CXn < X n , (19)

para todo n > no. Por lo tanto, para todo n > no la sucesión (x n ) es decre­
ciente y acotada inferiormente. ASÍ, por el teorema 4.5.1 existe b E IR tal que
(x n ) -t b. Además, por (19), b::; cb, es decir,

(1 - c)b ::; O. (20)

Ahora, corno 1 - c > O y b 2': O, entonces por (20) se sigue que, b = O Y aSÍ,
(x n ) -t o. •
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4.6.4.

1, n2 O1. 1m r = .
n~OCI n.

2
En efecto, sea Un = ~. Entoncesn.

Sucesiones y Límites de Funciones.

Un+! (n + 1)2n ! n + 1 1 1
--= =--=-+--+0<1.

Un n 2(n + 1)! n 2 n n 2

Luego, por el teorema 4.6.3 (X n ) -+ O.

2. Consideremos la sucesión X n = (1 + ~) n.

Por el binómio de Newton tenemos que,

(
1)n n(1) n(n-1) ... [n-(n-1)] (1)n1+- =1+- - + ... + -
n 1 n 1·2 ... n n

En consecuencia,

+

1 + 1 + _1_ (1 _ ~) + ...
1·2 n

1 ( 1) ( n-1)1-- 1---
1·2 ... n n'" n'

(21)

De (21) se sigue que (xn ) es creciente, pues cada uno de los sumandos
(positivos) es mayor al pasar del valor n al valor n + 1. Además, como
cada expresión

es menor que 1, se sigue de (21) que,

1 1 1
2 < X n < 1 + 1 + - + + ... + . (22)

1·2 1·2·3 1·2·3 ... n

Ad ' 1 1 1 1 t (22) temas, como 1.2.3 < 22"" 1.2.3...n < 2n - 1 en onces, por enemas
que,

1 1 1
2 < X n < 1 + 1 + - + -2 + ... --1 .- 2 2 2n -

(23)
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Ahora, como

1 ! ~ _1_ = 1 - (~)n = 2 _ (!)n-l
+ 2 + 22 + ... 2n - 1 1 - 1 2

2

entonces, por (23) se sigue que

(
1)n-l

2 ~ X n < 1 + 2 - 2" < 3.
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Así, la sucesión (x n ) es acotada y por el teorema 4.5.1 la sucesión (x n )

es convergente y por el corolario 4.5.7(2), 2 ~ lím X n ~ 3.
n-+oo

Escribimos, e = lím (1 + 1-)n. El número e es una de las constantes
n-+oo n

más famosas de las Matemáticas llamado número de Euler y su valor
con diez cifras decimales es e = 2, 7182818284.

3. Si O< a < e, entonces lím a
n::! = O. En efecto, sea X n = a

n::!. Entonces,
n-+oo n n

Luego, por el teorema 4.6.3 se sigue que (x n ) -+ O.

4.7. Sucesiones y Conceptos Topológicos

Teorema 4.7.1.

1. aEA' <=> :3 (xn)CA\{a}: (xn)-+a.

2. a E A<=>:3 (x n ) e A: (xn ) -+ a.

3. K e IR es compacto <=> cada sucesión en K posee una subsucesión
convergente en K.

Prueba:

1. (=}) Si a E A', entonces procediendo como en la prueba del teorema
3.4.4(1) podemos hallar una sucesión (x n ) e A\{a} tal que Ixn-al < ~,

para todo n E lN. Así, (x n ) -+ a.
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(<=) Como (x n ) --t a, entonces dado é > O existe no E IN tal que
n > no implica X n E (a - é,a + c:). Ahora, como (x n ) e A\{a}, se
sigue que a E A'.

2. La prueba de este caso es similar al caso anterior. (Hacerla)

3. (=}) Sea (xn ) una sucesión arbitraria en K. Como K es compacto, es
acotado en IR. En consecuencia, (x n ) es una sucesión acotada en IR, en­
tonces por el corolario 4.5.4, (x n ) posee una subsucesión convergente.
Es decir, existen (x n ,,) y a E IR tal que (xnk ) --t a. Ahora, por 2 y la
hipótesis, a E K = K.

(<=) Supongamos que K no es compacto, es decir, K no es cerrado
o K no es acotado.

Si K no es cerrado, existe (x n ) e K tal que (x n ) --t a rf- K. Luego,
cualquier subsucesión de (x n ) converge a a rf- K lo que contradice la
hipótesis. Así, K es cerrado.

Si K no es acotado, entonces para Xl E K existiría X2 E K tal que
IX21 > Xl + 1, procediendo de esta manera obtendríamos una sucesión
(xn) e K tal que Ixn+d > X n + 1. Así, cualquier subsucesión de (xn)
sería no acotada y por lo tanto no convergente en contradicción con la
hipótesis.

•
4.8. Límites infinitos para sucesiones

Definición 4.8.1. Una sucesión (x n ) se dice que tiene límite +00 y se es­
cribe lím X n = +00 (o (x n ) --t +00)) si dado M > O) existe no E IN tal que

n-+oo
n > no implica X n > M.
De manera análoga) lím X n = -00 (o (x n ) --t - 00)) si dado M > O) existe

n-+oo
no E IN tal que n > no implica X n < -M.



4.8. LÍMITES INFINITOS PARA SUCESIONES

Nota 4.8.2.
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1. De nuevo es necesario destacar que +00 y -00 no son números reales y
cuando (x n ) ~ +00 o (xn ) ~ -00, entonces la sucesión es divergente.

2. Obsérvese que,

lím X n = +00 {:} lím (-x n ) = -oo.
n~oo n~oo

3. De la definición se sigue que

a) lím X n = +00 =} (xn ) no es acotada superiormente.
n~oo

b) lím X n = -00 =} (xn ) no es acotada inferiormente.
n~oo

4.8.3.

1. Claramente, la sucesión con término n-ésimo X n = n 2
[( _l)n + 1] es

no acotada superiormente, pero lím X n =1= +00 ya que la subsucesión
n~CXl

(X2n-l) ~ O.
Este ejemplo muestra que el recíproco de la nota 4.8.2(3a) no es cierto.
De igual manera el recíproco de la nota 4.8.2(3b) no es cierto. (Dar un
contraejemplo) .

2. Si a > 1 entonces lím an = +00.
n~CXl

En efecto, como a > 1, entonces a = 1 + h para algún h > O. Luego,
por la desigualdad de Bernoulli se tiene que

(24)

ASÍ, dado M > O, sea b = M;:l. Por ser IN no acotado superiormente en
IR, existe no E IN tal que no > b. ASÍ, 1 + noh > M. En consecuencia,
si n > no, entonces por (24)

1 + nh > 1 + noh > M. (25)

Luego, por (24) y (25), an > M cuando n > no. Por lo tanto,
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Teorema 4.8.4.

Sucesiones y Límites de Funciones.

1. Si (x n ) es una sucesión creciente y no acotada superiormente, entonces
(x n ) -+ +00. De manera análoga, si (x n ) es decreciente y no acotada
inferiormente, entonces (x n ) -+ -oo.

2. Si (xn) -+ +00 y (Yn) es una sucesión acotada inferiormente, entonces
(xn + Yn) -+ +00.

3. Si (xn) -+ +00 y existe c > O tal que Yn > c, para todo n E lN, entonces
(xnYn) -+ +00.

4- Si O < C < X n, Yn > O, para todo n E lN Y (Yn) -+ O, entonces
(~)-++oo.

y"

5. Si (xn) es acotada y (Yn) -+ +00, entonces (~) -+ O.
Yn

6. Sea X n > O, para todo n E lN. Entonces, (x n ) -+ O sz sólo sz
(l) -+ +00.

Xn

Prueba:

1. Supongamos que (x n ) es una sucesión creciente y no acotada superior­
mente. Sea M > O arbitrario. Entonces existe no E lN tal que

X no > M.

Si n > no, por ser (x n ) creciente se sigue que

X n > X no '

(26)

(27)

Luego, por (26) y (27) si n > no, entonces X n > M. ASÍ, (x n ) -+ +00.
El segundo caso se prueba usando 2 de la nota 4.8.2

2. Como (Yn) es acotada inferiormente, existe K tal que, para todo n E lN
se tiene que

Yn ~ K. (28)

Ahora, sea M > O. Entonces como (x n ) -+ +00, existe no E lN tal que
n > no implica

X n > M(> M - K). (29)
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Así, por (28) y (29) para n > no se sigue que

x n + Yn > M - K + K = M.

Por lo tanto, (xn +Yn) -t +00.

3. Sea M > O arbitrario. Como (x n ) -t +00, entonces existe no E IN tal
que n > no implica que

M
X n > -.

e
(30)

Luego, por la hipótesis y por (30) si n > no, entonces XnYn > M. Así,
(xnYn) -t +00.

4. Sea M > O arbitrario. Como (Yn) -t O, entonces existe no E IN tal que
n > no implica que Yn = IYn - 01 < ~. Así,

1 M
->-.
Yn e

Luego, por la hipótesis y por (31) si n > no, entonces

X n 1 M- = X n - > c- = M.
Yn Yn e

Así, (~) -t +00.
Yn

5. Como (x n ) es acotada, existe K > O tal que

(31)

(32)

para todo n E IN.
Sea é > O arbitrario. Como (Yn) -t +00, entonces existe no E IN tal
que n > no implica que Yn > ~. En consecuencia, si n > no, entonces

1 é
-<-o
Yn K

Luego, por (32) y (33), si n > no, entonces

IXn I IXnI 1 1 é- - O = - = Ixnl- = Ixnl- < -K = é.
Yn Yn IYnl Yn K

Así (Xn) -t O.
, Yn

(33)
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6. (=*) Supongamos que (x n ) -+ O. Entonces dado M > O arbitrario,
existe no E IN tal que O< X n < i.t. ASÍ, n > no implica que x

1
n

> M.
Por lo tanto, (...L) -+ +00.

Xn

(~) Supongamos que (...L) -+ +00. Entonces para é > O arbitrario,
Xn

existe no E IN tal que n > no implica que ...L > l. ASÍ, n > no implica
Xn é

que X n < é. por lo tanto (x n ) -+ O.

•
N ot <1 4.8.5.

1. Las hipótesis tomadas en el teorema 4.8.4, aseguran la veracidad de
las conclusiones, pues con ellas evitamos las famosas indeterminaciones
como +00 - 00 (sobre este tipo de expresiones es imposible concluir a
priori sobre la existencia o no del límite). Además, se excluyen indeter­
minaciones tales como § y ::. Recordemos que los límites más intere­
santes en el Cálculo son aquellos que presentan indeterminaciones.

2. Las partes 2,3,4 y 5 del teorema 4.8.4 pueden extenderse cuando el
límite de la sucesión es -oo.

4.8.6.

1. Sea X n = ::, p E IN ya> 1. Entonces (~:) -+ +00.
En efecto, consideremos el cociente

Luego, por el teorema 4.6.3, (x n ) -+ O y por el teorema 4.8.4(6),

(~:) -+ +00.

2. Si a n = nP y (3n = an, a > 1 y P E IN. Entonces (an) -+ +00 y
((3n) -+ +00, pero (~:) -+ O.

3. Sea X n = n[2+(_l)n] y Yn = n. Claramente, (xn) -+ +00 y (Yn) -+ +00,
pero lím Xn no existe.

n-+oo Yn
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4.9. 'Tipos de Sucesiones

Definición 4.9.1. Una sucesión (x n ) se llama de Cauchy si

Vé > O 3 no = n(é) E IN: n, m> no => \xn - xml < é.

Dos sucesiones (xn) y (Yn) se llaman Paralelas y se escribe (xn) 11 (Yn) si

Vé > O 3 no = n(é) E IN: n > no => IXn - Ynl < E.

Dos sucesiones (xn) y (Yn) se llaman Equivalentes y se escribe (xn) ~ (Yn)
sz

VE> O 3 no = n(é) E IN: n, m > no => IXn - Yml < é.

:"ota 4.9.2.

1. La condición de Cauchy garantiza que los términos X n para valores
suficientemente grandes de n y m se aproximan arbitrariamente unos
a otros.

2. La condición de equivalencia garantiza que los términos X n y Yn de
dos sucesiones, se aproximan arbitrariamente para valores de n y m
suficientemente grandes.

3. De la definición se sigue que dos sucesiones (xn) y (Yn) de números
reales son paralelas si y sólo si la sucesión (Ixn - Ynl) converge a O. Es
decir,

Así, dos sucesiones (xn ) y (Yn) son paralelas si sus términos se aproxi­
man arbitrariamente para valores de n suficientemente grandes.
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4.9.3.

Sucesiones y Límites de Funciones.

1. La sucesión de término n-ésimo X n = 1 es de Cauchy.n
En efecto, dado é > O, por la propiedad Arquimediana de IR existe
no E IN tal que ...L < -2

é
•

no
Si n, m > no, entonces 1, l < ...L. En consecuencia,n m no

IX n - xml = l-n1 - mIl < ~ + ~ < ~ +~ = ~ < é.
- n m no no no

Así, (x n ) es de Cauchy.

2. Las sucesiones con términos n-ésimos X n = 1 Y Yn = ~ son paralelas.n n

En efecto, basta observar que, lím 1
1 - ~ 1 = lím 1 = O.

n-+oo n n n-+oo n

3. Las sucesiones con términos n-ésimos X n = 1 YYn = (_1)n son paralelas.
n n

En efecto, basta ver que, lím 11- (_1)n 1= lím 111 - (-ltl = O.
n-+oo n n n-+oo n

4. Las sucesiones de términos n-ésimos, X n = ~ y Yn = (-n1F son equiva­
lentes.

En efecto, dado é > Oexiste no E IN tal que ...L < ~2' Luego, si m, n > no,no
entonces ~,l < ...L < ~2' En consecuencia,m n no

1

1 (_I)m I 1 1 é é
IXn- xml = - - S - + - < - + - = é.

n m 2 n m 2 2 2

Así, las sucesiones (x n ) y (Yn) son equivalentes.

Teorema 4.9.4. Sean (x n ) y (Yn) sucesiones de números reales y a, b E IR.
Entonces:

1. (x n ) ---+ a=}(x n ) es de Cauchy.



4.9. TIPOS DE SUCESIONES

7. (x n) y (Yn) de Cauchy y (x n) 11 (Yn) {:} (x n) ~ (Yn).

8. (xn) -+ a y (Yn) 11 (xn) => (Yn) -+ a.

9. (xn) de Cauchy y (Yn) " (xn) => (Yn) es de Cauchy.

10. (x n) ~ (Yn) {:} la sucesión (Xl, y¡, X2, Y2, ... ) es de Cauchy.

Prueba:
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1. Sea é > O. Entonces por la hipótesis existe no E IN tal que n > no
implica que IX n - al < ~. En consecuencia, si n, m > no, entonces
IX n - xml ~ IXn - al + IX m - al < ~ + ~ = é.

Así, (x n ) es de Cauchy.

2. Como para todo é > O, IX n - xnl = O < é. Entonces cualquier no E IN
satisface que n > no implica que IXn - xnl < é y así, (x n) 11 (xn).

3. Este resultado es evidente de las definiciones.

4. Dado é > O. Entonces por la hipótesis existen nI, n2 E IN tales que

En consecuencia, si n > no = máx{nI, n2}, entonces

é é
IXn - Xm / ~ IX n - al + IYn - al < 2 + 2 = é.

Así, (xn) ~ (Yn)'

5. Para probar este resultado basta tomar m = n en la definición de
sucesiones equivalentes para obtener sucesiones paralelas.
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6. Dado é > o. Entonces por hipótesis existe n¡ E IN tal que n, m > n¡
implica que IXn - Yml < ~.

En particular, si m = n, entonces IXm - Yml < ~ siempre que m > no.
En consecuencia,

siempre que m, n > no y por lo tanto, (x n ) es de Cauchy.

7. (::::}) Dado é > o. Por la hipótesis, existen n¡, n2 E IN tales que

é
m, n > n2 ::::} IYn - Yml < 2·

En consecuencia, si m, n > no = máx{ni, n2}, entonces

é é
IXn - Yml :::; IXn - Ynl + IYn - Yml < 2+ 2 = é.

Así, (xn) ~ (Yn).

({=) Como (xn) ~ (Yn), entonces por 6 y 7 se sigue que (xn) 11 (Yn) y
que (xn) y (Yn) son de Cauchy.

8. Dado é > O. Por la hipótesis, existen n¡, n2 E IN tales que

[n>n¡::::} IXn-al<~] y [n>n2 =? IXn-Ynl<~].

En consecuencia, si n > no = máx{n¡,n2}' entonces

é é
IYn - al :::; IYn - xnl + IXn - al < "2 + 2 = é.

Así, (Yn) ~ a.

9. Dado é > O. Por la hipótesis, existen ni, n2 E IN tales que

[n > n¡ ::::} IXn - Ynl <~] y [m,n> n2 =? IXn - xml <~] .
En consecuencia, si n > no = máx{nI, n2} entonces

é é é
IYn - Yml :::; IYn - xnl + IXn - xml + IXm- Yml < 3 + 3 + 3 = é.

Así, (Yn) es de Cauchy.
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10. (~) Nótese que, la sucesión (XI, Yl, X2, Y2, . .. ) se puede escribir como:

{

X!!±!. si n es impar
Z - 2n - .

Y~ SI n es par

Ahora, veamos que la sucesión (zn) es de Cauchy.
Sea é > O arbitrario, como (xn) ~ (Yn), entonces existe no E IN tal que

n,m>no ~ IXn-Yml<é.

Afirmamos que, ko = 2no satisface que

En efecto, basta ver que si i E IN, entonces

i > ko = 2no ~

i > ko = 2no ~

i + 1 2no + 1
-2-> 2

i 2no
2" > 2""" =no·

1
= no + - > no·

2

ASÍ, en cualquier caso, si j, k > ko, entonces IZj - zkl < é y por lo
tanto, la sucesión (XI, Yl, X2, Y2, . .. ) es de Cauchy.

( {= ) Como (zn) es de Cauchy en IR, entonces existe a E IR tal que

Por otro lado, (x n ) y (Yn) son subsucesiones de (zn), luego,

En consecuencia, por 4, se sigue que, (x n ) ~ (Yn)'

•
'\ola 4.9.5.

1. El recíproco de 6 del teorema 4.9.4 no es cierto. Para ver esto basta
tomar (xn) = (Yn) = (( _l)n). Las sucesiones (xn) y (Yn) son paralelas
sin embargo (x n ) f- (Yn)'
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2. Dos sucesiones (xn) y (Yn) pueden ser paralelas sin ser cada una de
Cauchy.
En efecto, basta tomar (xn) = (Yn) = (_l)n.

3. El recíproco de 7 del teorema 4.9.4 no es cierto. Para ver esto basta
tomar (xn = ~) y (Yn = ~ + 100). Claramente, (xn) y (Yn) son de
Cauchy pero (xn) '*' (Yn).

4.10. Límites de Funciones

Definición 4.10.1. Sean A e IR un conjunto, f: A -+ IR una función y
a E A'. Un número L E IR es e/límite de f(x) cuando x tiende para a y se
escribe límf(x) = L (o f(x) -+ L (x -+ a)), cuando:

x-+a

Dado E> O arbitrario, existe <5=<5(E, a)2> O tal que si x E A y O< lx-al < <5,
entonces If(x) - LI < E. (Ver, Figura 4.4)

En símbolos

líID f (x) = L ~ [Vé > O 38 > O: x E A Y O< Ix - al < 8 =? If (x) - L I < é].
x-+a

Nota 4.10.2.

1. Obsérvese que, el límite L de una función es simplemente un número
real.

2. Nótese que la función f no tiene por que estar definida en x = a.

3. De la definición se sigue que, si lt8 = (A \ {a} ) n (a - <5, a + <5), entonces

límf(x) = L {:} [VE> O 3<5 > O: x E lt8 ::::} f(x) E (L - E, L + E)]
x-+a

límf(x) = L {:} VE> 03<5 > O: f(lt8) e (L - E,L + é).
x-+a

4. Supongamos que a rt A', entonces veamos que cualquier L E IR puede
satisfacer que, límf(x) = L.

x-+a

En efecto, sea E > O arbitrario. Como a rt A', entonces existe <5 > O tal
que V8 = 0. En consecuencia, f[lt8] = f(0) = 0 e (L - é, L + é).

2Esta notación indica que el /j depende de é y de a.
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Figura 4.4: Límite de una Función
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5. De 4, se sigue que, no tiene sentido hablar de límite de J(x) cuando :r
tiende para a, si a f/. A'.

6. Obsérvese que, límJ(x) =F L si y sólo si
H.

3 e > O : "lo> O3 x = x(o) E A: O< Ix - al < o y If(·<) - DI 2: e.

7. La noción de límite es local, es decir:

Dadas las funciones 1,g : A e rn -+ IR y dado el E A', si cxi.<;te
UFlU vecindad \1 de a tal que J(x) = g(x) lJam lodo x(i' a) E \1 nA,
entonces límf(r) exi.sle si y sólo si Hmg(x) cxiste. En tal caso.

r~a r~D

¡imf(x) = Iímg(x).
r--¡'ll r ....ll

En efecto, supongamos que existe una vecindad \1 de a tal
que f(x) = g(x) para todo x(;, a) E V n A y que Iímf(x) exisle.

Ho

Como \. es una vecindad de a (a E \ '0), existe 61 tal que
a E (a - o"a + od e V. Entouces f(x) = g(x) paxa loda x E lí,.
Si Iímf(x) = L E IR, entonces dado E: > O arbitrario existe 82 > O tal

Ho
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que x E V"2 implica If(x) - LI < E.
Luego, para todo x E 118(8= mÍn{(h, 82}), se verifica que

g(x)=f(x) y If(x)-LI<E.

En consecuencia, si x E 118, entonces f(x) = g(x) y así, Ig(x) - LI < é.

Por lo tanto, límg(x) = L.
x-ta

El recíproco se prueba de manera similar.

4.10.3.

1. Sea f : IR ---+ IR dada por f( x)
límf(x) = c.
x-ta

c, para todo x E IR. Entonces

En efecto, dado E > O arbitrario, cualquier 8 > O satisface que

O< Ix - al < 8 =} Ic - cl = O< E.

Así, límf(x) = c.
x-ta

2. Sea f : IR ---+ IR, dada por f(x) = x. Entonces, límx = a.
x-ta

En efecto, dado E > O arbitrario, tomemos 8 = E. Entonces

O< Ix - al < 8 = E =} Ix - al < E.

Así, lím x = a.
x-ta

3. La función de Dirichlet f: IR ---+ IR (ver, Figura 4.5) dada por,

f (x) = {1 s~ x ECQ
O SI X (j. CQ

satisface que límf(x) f:. L, para todo L E R.
x-ta

En efecto, supongamos que existe L E IR tal que, límf(x) = L. En-
x-ta

tonces para E = ~, existe 8 > O tal que, O < Ix - al < 8 implica
If(x) - LI < ~.
Ahora, el conjunto (a - 8, a + 8) \ {a} contiene x E CQ y x (j. CQ. Luego,
por la definición de f obtenemos que lO - LI < ~ y 11- LI < ~, lo cual
es imposible (¿por qué?). Así, límf(x) f:. L, para cualquier L E IR.

x-ta
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Figura 4.5: Función de Dirichlet

4, Sean e E IR\ {O} fijo y f ' IR -t IR una [unción dada por,

f(x) = { e si x~O
-e SI x < O
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Entonces límf(x) = e si a ;;:: O Y límf(x) = -e SI a < O. Además,
x-+a z-+o.

límJ(x) no existe.
<;0

En efecto, sea a > O. Dado E > O arbitrario, tomemos ó = a. Entonces

O< Ix - al < a => O< x < 2a => If(x) - el = le - el = O< <,

Así. Hm/(x) = e si a > O. De manera similar se prueba que
<;.

¡ímf(x) = -e si a < O,
<;.

Si a = 0, veamos que límf(x) =1 L, para cualquier L E IR.
H.

Supongamos que existe L E IR tal que limf(x) = L. Si e > 0, sea
<;.

e = ~, entonces existe d > O tal que

0< Ixl < 5 =>
e

If(x) - LI < 2'

Ahora, como el conjunto (-ó,ó)\{O} contiene x > Oy x < O. entonces

e
le- LI < 2

e
y 1- e- LI < 2'
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y

f
e

x

-e

Figura 4.6: Función Constante

Así, L E (~. -;) y LE (-;. -~). lo cual es imposible. Si e < O.
tómese e = - ~ y procediendo como antes llegamos a una contradicción.
Por lo tanto. límf(x) ~ L, para cualquier L E [R.

<->.

5. límx 2 = L
.~I

En efecto, sea e > O arbitrario. Queremos hallar ó > O tal que
O < Ix - II < ó implique que Ix2

- II < é.

Como [x 2 -11 = Ix -lllx + 11, entonces debemos acotar el radar Ix+ 11.
Sea Ó = I (cualquier olro Ó > O funciona). Luego, Ix - 1I < 1 implica
Ir + 11 < 2. Por lo tanto. si tomarnos ó = míoH. l}. se verifica quc

o< Ix - I1 < ó = mín {~, I}
Así, lím x 2 = L

<->1

4.11. Límites de Funciones y Sucesiones

El siguicntc teorema nos permite cara.clerizar el límite de una rUllción en base
a sucesIOnes.

Teorema 4.11.1. Sean f: A e IR --+ IR ya E A'. Entonces
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Prueba: (=?) Supongamos que f(x) -+ L (x -+ a) y sea (x n ) e A\{a} tal
que (x n ) -+ a. Probemos que (f(x n )) -+ L.
Como f(x) -+ L (x -+ a), entonces para e > O arbitrario, existe Ó > O tal
que x E A, O < Ix - al < Ó implica que

If(x) - LI < c. (34)

Por otro lado, como (x n ) -+ a, entonces para el Ó > Oexiste no E IN tal que
n > no implica que

O< IX n - al < ó (35)

pues X n =1- a, para todo n E IN. Luego, por (34) y (35) si n > no, entonces
If(x n ) - LI < c. Así, (f(xn )) -+ 1.

(<=) Supongamos que para toda sucesión (x n ) e A\{a} tal que (x n ) -+ a
implica (f(x n )) -+ L. Probemos que f(x) -+ L (x -+ a).
Supongamos que f(x) -1+ L (x -+ a). Entonces existe e> Otal que para todo
ó> O, existe x E A, O< Ix - al < ó y If(x) - LI ~ c.
Luego, si Ó = ;; n E IN, existe X n E (A\{a}) tal que

1
O < ¡xn - al < - y If(x n ) - L\ ~ c.

n

Así, (x n ) -+ a, pero (f( x n )) -1+ L, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto,
f(x) -+ L (x -+ a). •

Corolario 4.11.2.

1. Sean f : A e IR -+ IR ya E A'. Si límf(x) = L Y límf(x) = M,
x-ta x-ta

entonces L = M (Unicidad de/límite).

2. Sean f,g : A e IR ya E A'. Si límf(x) = L Y límg(x) = M. Entonces
x-ta x-ta

a) lím[f(x) + g(x)] = L + M.
x-ta

b) límf(x)g(x) = LM.
x-ta
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c) lím J((x» = ML , M -1- O.
x--+a 9 x

d) Si límJ(x) = O y 9 es una función acotada en una vecindad de a,
x--+a

entonces límf(x )g(x) = O.
x--+a

3. Sean f,g,h : A e :IR -7 :IR, a E A' y límf(x) = límg(x) = 1. Si
x--+a x--+a

f(x) ::; h(x) ::; g(x) para todo x E A\{a}, entonces límh(x) = L.
x--+a

Prueba:

1. Sea (x n ) e A \ {a} tal que (x n ) -7 a. Entonces por la hipótesis y teorema
4.11.1, (f(xn)) -7 L Y (f(xn)) -7 M. Luego, por el teorema 4.4.4(1),
L=M.

2. Sea (x n ) e A \ {a} tal que (x n ) -7 a. Entonces por la hipótesis y el
teorema 4.4.4(1), (f(xn)) -7 L Y (g(x n)) -7 M. Luego, por el teorema
4.6.1(1), se sigue que (f(xn) + g(xn)) -7 L + M, (f(Xn)g(xn)) -7 LM

Y ( J(xn») -7 k M -'- O.
9(Xn) M I

En consecuencia, por el teorema 4.11.1, (a),(b) y (c) son ciertos.

Sea V una vecindad de a. Entonces por la hipótesis, existe M > O
tal que

Ig(x)1 ::; M, (36)

para todo x E V. Sea (x n) e A\{a} tal que (x n) -7 a. Entonces, para
la vecindad V de a, existe no E IN tal que n > no implica Xn E V.
En consecuencia, por (36) si n > no, entonces Ig(xn)1 ::; M.
Por lo tanto, (g( x n )) es una sucesión acotada en V y además por la
hipótesis f(x n) -7 O. ASÍ, por el teorema 4.5.5(3), (f(xn)g(x n)) -7 O Y
por el teorema 4.11(1), se sigue que límf(x)g(x) = O. Así, (d) es cierto.

x--+a

3. Sea (x n ) e A \ {a} tal que (x n ) -7 a. Entonces por la hipótesis

(37)

Por otro lado, como (x n ) e A \ {a}, entonces para cada n E IN se tiene
que

(38)
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Luego, por (37), (38) Y el teorema 4,5,5(2) se sigue que (h( x n )) -r L.
En consecuencia, por el teorema 4.11.1, límh(x) = L.

x-+a

)¡"ota 4.11.3.

1. Del teorema 4.11.1, obtenemos una condición suficiente para que
límf(x) =1= L, a saber:
x-+a

Si existe (x n) e A\{a}, tal que (xn) -r a, pero (J(xn)) f+ L} entonces
límf(x) =1= L.
x-+a

2. También del teorema 4.11.1, obtenemos una condición suficiente para
que límf(x) no exista, a saber:

x-+a

Si existen (xn),(Yn) e A\{a} tales que (x n) -r a y (Yn) -r a} pero
(J(xn)) -r L y (J(Yn)) -r M con M =1= L} entonces límf(x) no existe.

x-+a

4.11.4.

1. lím sen( .1) no existe.
x-+a x

En efecto, supongamos que existe L E .IR tal que L = lím sen(.1).
x-+a x

Sean X n =...L, n E IN Y Yn = 1I+1 n E IN. Claramente, (xn) -r O
n7l" 2 n1r.

y (Yn) -r O.
Por otro lado, la función f : .IR\{O} -r .IR dada por f(x) = sen(~),

satisface que

f(xn) = sen(mr) = O Y f(Yn) = sen (~+ mr) = 1,

para todo n E IN. En consecuencia, (J(xn)) -r O y (J(Yn)) -r 1. ASÍ, L
no es único y por lo tanto, lím sen( .1) no existe.

x-+a x

2. Sea f : .IR -r .IR dada por

f (x) = {Ox SI X E lQ
SI X f/. (Q

Entonces, límf(x) no existe (para todo a =1= O) Y límf(x) = O.
x-+a x-+O
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En efecto, veamos que existen sucesiones (xn) e lQ y (Yn) e IR\lQ
tales que (xn) ---* a y (Yn) ---* a (a =1= O), pero f(x n) ---* a y f(Yn) ---* O.
Para cada n E IN, a E (a - *' a +*). Como lQ es denso en IR, entonces
para cada n E IN existe X n E lQ n [(a - *,a + *)\{a}] (obsérvese que,
es posible tomar X n =1= a, para todo n E IN). Así, (x n ) ---* a.
De manera similar se prueba la existencia de (Yn). En consecuencia,
de la definición de f obtenemos que

f(x n) = X n y f(Yn) = O,

para cada n E IN. Luego, (f(xn)) ---* a y (f(Yn)) ---* O, como X n =1= a
para cada n E IN Y a =1= O, se sigue que límf( x) no es único. Esta

x-+a
contradicción conduce a que límf( x) no existe, cuando a =1= o.

x-+a

Veamos que límf(x) = o.
x-+o

Dado é > O arbitrario, tomemos ~ = é. Luego, como el conjunto
{x E IR: O < Ixl < ~} contiene x E lQ y x rJ- lQ, se sigue por la
definición de f que If(x)1 = Ixl, x E lQ y If(x)1 = O, x rJ- lQ. En
consecuenCla,

O< Ixl < ~ = é =} If(x) - 01 < é.

Así, límf( x) = o.
x-+o

Teorema 4.11.5. Sean f,g : A e IR ---* IR, a E A', límf(x) = L Y
x-+a

límg(x) = M. Si L < M, entonces existe ~ > O tal que para todo x E lI", se
x-+a

verifica que f(x) < g(x).

Prueba: Como M > L, sea é = M:;L. Luego, por la hipótesis existen JI, <5"2 >
O tales que

x E A, O< Ix - al < JI =} If(x) _ LI < NI ~ L Y

M-L
x E A, O< Ix - al < ~1 =} Ig(x) - MI < 2 .

En consecuencia, si x E A y O < Ix - al < J = mín{~l, ~2}' entonces

M-L M-L
L - 2 < f(x) < L + 2

M-L M-L
Y M - 2 < g(x) < M - 2 .
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ASÍ, f(x) < L~M y Lt
M < g(x) para todo x E "'8.

Por lo tanto, f(x) < g(x), para todo x E "'8.
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•
Corolario 4.11.6. Sean f : A e lR -+ lR, a E A'. Si límf(x) = L < M,

x-+a

entonces existe 8 > O tal que x E "'8 implica que f (x) < M.

Prueba: Basta tomar g(x) = M, para todo x E A Y aplicar el teorema
4.11.5. •

Corolario 4.11.7. Sean f,g : A e lR -+ lR, a E A', límf(x) = L Y
x-+a

límg(x) = M. Si f(x) < g(x) para todo x E A\{a}, entonces L S M.
x-+a

Prueba: Supongamos que M < L, entonces por el teorema 4.11.5, existe
8 > Otal que x E liS implica que g(x) < f( x), lo que contradice a la hipótesis.
Así, L S M. •

"\,f Ot<:l 4.11.8.

1. El teorema 4.11.5 y los corolarios 4.11.6 y 4.11.7 tienen sus versiones
análogas cuand~M < L, L > M y f(x) 2: g(x) (para todo x E A\{a})
respectivamente.

2. De la nota 4.10.2(7) se sigue que en el corolario 4.11.2(3) basta suponer
que f( x) S h(x) S g(x) para todo x E V, donde V es una vecindad de
a.
Lo mismo ocurre con el teorema 4.11.5 y el corolario 4.11.7.

4.11.9.

Puede suceder que, f(x) f:. g(x), para cada x E lR Y límf(x) = límg(x).
x-+a x-+a

Para ver esto basta tomar f,g: lR -+ lR como, f(x) = x, g(x) = -x y a = O.
Por lo tanto la hipótesis L < M no puede ser sustituida por L S M en el
teorema 4.11.5.

4.12. Límites Laterales

Definición 4.12.1. Sean f : A -+ lR, a E A~. Un número real L se
llama límite a la derecha de f(x) cuando x tiende para a y se escribe
lím f(x) = L (o f(x) -+ L(x -+ a+)) cuando dado E > O arbitrario, existe

x-+a+
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<5 > O tal que x E A y O< x - a < <5 implica que If (x) - LI < E.

En símbolos:

límf(x)=L {:} [VE>O:3<5>O: XEAyO<x-a<<5 =} If(x)-LI <Ej.
x-+a+

Análogamente, sean f : A e IR, a E A~. Un número real L se llama límite
a la izquierda de f(x) cuando x tiende para a y se escribe lím f(x) = L

x-+a-

(o f(x) -t L(x -t a-)) cuando dado E > O arbitrario, existe <5 > O tal que
x E A Y O< a - x < <5 implica que If( x) - LI < tE.

En símbolos:

lím f(x) = L {:} [VE> 0:3<5 > O: x E A Y O< a-x < <5 =} If(x)-LI < Ej.
x-+a-

''';OUl 4.12.2.

1. Los límites, lím f(x) y lím f(x) son llamados límites laterales.
x-+a+ x-+a-

2. El teorema 4.11.5, y los corolarios 4.11.6 y 4.11.7 siguen siendo válidos
para los límites laterales.

3. Las propiedades generales sobre los límites se adecuan a los límites
laterales, pues los límites lím f( x) y lím f( x) son simplemente límites

x-+a+ x-+a-

ordinarios aplicados a las funciones 9 = fIAn(a,+oo) y 9 = f¡An(-oo,a)
respectivamente.

4. El teorema 4.11.1 en el caso de límite por la derecha puede escribirse:

lím f(x) = L {:} [V (xn)A n (a, 00): (x n) -t a =} (f(x n )) -t Lj.
x-+a+

Teorema 4.12.3. Sean f : A e IR -t IR una función, a E A~ n A~. En­
tonces

límf(x) = L {:} :3 lím f(x), lím f(x) y lím f(x) = lím f(x) = L.
x-+a x-+a+ x-+a- x-+a+ x-+a,-
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Prueba: (=}) Supongamos que límf(x) = L. Entonces, dado é > O arbi-
x-ta

trario existe 8 > Otal que, x E A YO < Ix -al < 8 implica que If(x) - LI < é.

Ahora, como Ix - al < 8 si y sólo si x - a < 8 y a - x < 8, entonces
si x - a < 8 se sigue que If(x) - LI < é, y a - x < 8 se sigue que
If(x) - LI < é.

Así, existen lím f(x), lím f(x) y lím f(x) = lím f(x) = L.
x-ta+ x-ta- x-ta+ x-ta-

(~) Supongamos que existen lím f( x), lím f( x) y que
x-ta+ x-ta-

límf(x) = límf(x)=L.
x-ta+ x-ta-

Entonces dado é > O arbitrario, existen 81,82 > O tales que, x E A Y
O < x - a < JI implica que If(x) - LI < é; y x E A Y O< a - x < 82 implica
que If(x) - Lj < é.

Sea 8 = mÍn{81 , 82}, entonces O< x - a < 8 y O< a - x < 8. En consecuencia,
O< Ix - al < 8 y por lo tanto, If(x) - LI < é.

ASÍ, límf(x) = 1. •
x-ta

~ota 4.12.4.

El teorema 4.12.3 nos da una condición suficiente para que límf(x) no exista,
x-ta

a saber

Si lím f(x)
x-ta+

existe.

L Y lím f(x)
x-ta-

M, con L =/:- M, entonces límf(x) no
x-ta

4.12.5.

1. Sea f : IR -+ IR dada por f(x) = [x] (parte entera de x). Sea n E Z
(fijo), luego, lím[x] no existe, pues lím [x] = n y lím [x] = n - 1.

x-tn x-tn+ x-tn-

ASÍ, límf(x) no existe, para cada n E Z fijo.
x-tn

2. Sea f : IR\{O} -+ lR dada por f(x) = ~. Claramente, lím f(x) y
x-tO+

lím f(x) no existen y en consecuencia, límf(x) no existe.
x-tO- x-tO

3. Sea f : lR\{O} -+ lR dada por f(x) = -lxl· Entonces lím f(x) = 1 Y
x x-tO+

lím f(x) = -1. ASÍ, límf(x) no existe.
x-tO- x-tO
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4. La función f: lR.\{0} ~ lR. dada por f(x) = a-~, a> O, satisface que
lím a-~ = O, pero lím a-~ no existe. Así, límf(x) no existe.

x--+O+ x--+O- x--+O

4.13. Funciones Monótonas

Definición 4.13.1. Una función f : A e lR. ~ lR. se llama monótona no
decreciente cuando pam cada x, y E A, se verifica,

x<y =:} f(x):=:;f(y).

La función f se llama monótona no creciente cuando pam cada x, y E A,
se verifica:

x<y =:} f(y):=:;f(x).

La función f se llama creciente cuando pam cada x, y E A, se verifica,

x < y =:} f(x) < f(y).

La función f se llama decreciente cuando pam cada x, y E A) se verifica)

x<y =:} f(y) <f(x).

4.13.2.

l. La función f : lR. -+ IR, dada por

f(x) = {~ ::
x>O
x:=:;O

es monótona no decreciente y - f es una función monótona no creciente.

2. La función identidad es evidentemente creciente.

3. Toda función f : A e lR. ~ IR, creciente (respectivamente, decreciente)
es inyeetiva.

En efecto, sean x, y E lR. tales que x f:. y. Luego, si x < y, entonces
por la hipótesis f(x) < f(y) (respectivamente, f(y) < f(x)). En con­
secuencia, f(x) f:. f(y)·
Si Y < x, de manera similar concluimos que f(x) f:. f(y)· Así, f es
inyeetiva.
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Teorema 4.13.3. Sea f : A e IR -t IR una función monótona. Entonces
para todo a E A n A~ y para todo b E A n A~ existen lím f(x) y lím f(x).

x-ta+ x-tb-

Prueba: Supongamos que f es no creciente. El conjunto

{f(X):XEAy x>a},

es acotado, pues, para todo x > a por la hipótesis, f(a) 2': f(x) y así, f(a)
es una cota superior para el conjunto {f( x) : x E A Y x > a} y además, el
conjunto es no vacío. Luego, por el Axioma Fundamental del Análisis existe
LEIRtalqueL=sup{f(x):xEAy x>a}.
Afirmarnos que lím f( x) = L.

x-ta+

En efecto, sea e > O arbitrario, entonces por el teorema 2.5.14 existe
x E A,x > a tal que L - e < f(x) :::; L. Ahora, tornemos ó = x - a > O,
entonces f(a + ó) > L - e.
Por otro lado, corno f es no creciente, para todo x E A n (a, a +ó) se verifica
que L - e < f(a + ó) :::; f(x) < L + e.
Así, existe Ó > O tal que x E A y O < x - a < ó implica que If(x) - L/ < e,
Por lo tanto, lím f( x) existe.

x-ta+

De manera análoga, se prueba que, existe lím f(x) , y que
x-tb-

lím f(x) = inf{f(x) : x E A Y x < b}.
x-tb-

•
:"; 01('\ 4.13.4.

Obsérvese que, si f es no decreciente, entonces

lím f(x) = inf{f(x): x E A Y x > a}.
x-ta+

Si f es no decreciente, entonces

lím f(x) = sup{f(x): x E A Y x < a}.
x-ta-
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4.14.

Sucesiones.v Límites de Funóones.

Límites en el Infinito

Definición 4.14.1. Sea A e IR un conjunto no acotado superiormente.
Dada f : .A ~ IR, LE R se llama límite cuando I tiende a +00 de ¡(x)
yescribimos lím ¡(x) := L si dado e> O al·bitrario. uisl( JI = M(e)3> O

r-++oc
tal que IJ(x) - DI < e siempre que x E A Yx > M. (I'el". Figuro 4· 7)
En símbolos

¡¡m J(x) = L .. [Ve> O3.11 > O, x E A Yx>.II => IJ(x)- LI < ej .
.1'-++00

Cllunclo A no es acotado injeri01'menle, L E R se llama límite cuando .r
tiende a -00 de [(x) yescribimos lím ¡(x) = L si dado é > O arbitrario,

:I;-+-OO

existe M = M(e) > O fal que I¡(x) - LI < é siemJn'f que x E A y x < -¡\/.

(1'''', Figu"a 4.7)
En símbolos

Iim J(x) = L .. [Ve> O3.11 > O, x E A Yx < -.1( => IJ(x)-LI < eJ .
.l'-+-oo

y

yL

f x

Pigura 4.7: Límites en el Infinito

3Esla nolación indica que el M depende tan sólo d('~.
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~ota 4.14.2.

1. Los límites anteriores son conocidos como límites en el infinito.
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2. Podemos establecer los teoremas para límites en el infinito, haciendo
modificaciones en los teoremas para límites ordinarios. Se recomienda al
lector, escribir y probar los teoremas con las modificaciones requeridas.

3. Los límites en el infinito son de "alguna manera" límites laterales, el
lím f(x) sería un límite por la izquierda mientras lím f(x) sería un

x-++oo x-+-oo

límite por la derecha.

4. Nótese que, si f : ]N ---+ IRentonces lím f(x) es límite de una sucesión.
x-++oo

4.14.3.

1. lím (1 - !) = 1.
x-++oo x

En efecto, sea é > O arbitrario. Como 11 - ~ - 11 = 1;1' entonces

si x > O, tomemos M = ~. Así, x > M = ~ implica 1(1- ~) - 11 < é y
así 1 es cierto.

2. lím (1 + ! y = e.
x-++oo x

En efecto, para x > O por la propiedad arquimediana de IR existe
un n E ]N tal que

n - 1 ::; x < n.

Así, se verifican las desigualdades:

1 1 1
--<-<­
n+l x-n

1 1 1
1+--<1+-<1+-

n+l x- n

(39)

(40)
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Claramente, por (39) si x -+ +00, entonces n -+ +00. Luego, aplicando
el ejemplo 4.14.3(2) se sigue que,

lím (1 + 1 )n+l = lím (1 + _l_)n = e.
x-+-oo n x-+-oo n+l

En consecuencia, por (40) Ypor el corolario 4.5.5(2), lím (1 +1 y = e.
x-+-oo x

4.15. Limites Infinitos

Definición 4.15.1. Sean A e IR) a E A' Y f : A -+ IR una función.
Diremos que f( x) tiende a +00 cuando x tiende para a (respectivamente)
x tiende para a por la derecha) y escribimos límf(x) = +00 (respectiva-

x-+a

mente, lím f( x) = +00) si para cada M > O) existe Ó > O tal que x E A Y
x-+a+

O< Ix - al < Ó (respectivamente) O< x - a < ó) implica f(x) > M. (Ver)
Figura 4.8)

De manera similar, diremos que f(x) tiende a -00 cuando x tiende para
a (respectivamente) x tiende para a por la izquierda) y escribimos
límf(x) = -00 (respectivamente) lím f(x) = -00) si para cada M > O,
x-+a x-+a-

existe Ó > O tal que x E A Y O< Ix - al < ó (respectivamente) O< a - x < ó)
implica f(x) < -M. (Ver) Figura 4.8))

De manera análoga se definen lím f(x) = +00 Y lím f(x) = -oo.
x-+a- x-+a+

N oia 4.15.2.

1. De nuevo recordamos que -00 y +00 no son números reales y estos
símbolos sólo expresan el comportamiento de f( x) cuando x tiende
para a.

2. Los límites: límf(x)
x-+a

infinitos.

+00, límf(x)
x-+a

-00, son llamados límites
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y

f

Figura 4.8: Límites Infinitos

4.15.3.

x
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1.

2.

) • 1
101 ( _1)2 = +00.

l:..... l r

En decto. sea Al > O arbitrario. Nótese que, (E~111 > M implica

que (x -lfl < ;, y así, Ix - 1I < ,k. Por lo tanto, tomando ó = *
se verifica que, si O< Ix -11 < Ó, entonces (X~I)~ > Al y por lo lanto,
1 es cierto.

Jím ! = ­
x-+o+ r

En decto, sea .\1 > O arbitrario. Si ;. > Al, entonces:, > I.

Luego, basta lomar ó = ;/ para ver que O< x < 6 implica que ;. > Al
y así, 2 es cierto.

Teorema 4.15.4. Sean A e m., a E A' Y f. 9 : A --)o IR una función .

J. ¡ímf(.) = +
r~.

.". [v(.o) e A\{aJ, (.0) --+ a => (f(.o)) --+ +00]'

2. Si IímJ(.) = +00. eu/ouces límf(.) # L E IR Y ¡(mf(.) # -oo.
r-+a r-+Il; J:-+1I

9. límf(x) = +00, entonces f no es acotad(j en ning1tna vecin(iad de a.
r~.
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4. Si f(x):S; g(x) para todo

límg(x) = +00.
x-+a

Sucesiones .Y Límites de Funciones.

x E A y límf(x) = +00) entonces
x-+a

5. Si límf(x) = L, L E IR y límg(x) = +00, entonces existe Ó > a tal que
x-+a x-+a

X E A ya < Ix - al < Ó implica f(x) < g(x).

6. Si límf(x) = +00, entonces para todo B e A con a E B' , se verifica
x-+a

que límh(x) = +00, donde h = flB' Además) si B = A n (a - Ó, a + ó)
x-+a

entonces límh(x) = +00 implica que límf(x) = +00, donde h = flB'
x-+a x-+a

7. Si límf(x) = +00 Y 9 es acotada inferiormente, entonces
x-+a

lím[f(x) + g(x)] = +00.
x-+a

8. Si límf(x) = +00 y 9 es acotada inferiormente por un número
x-+a

positivo, entonces límf(x )g(x) = +00.
x-+a

9. Si a < c < f(x)) g(x) > a para todo x E A Y límg(x) = a) entonces
x-+a

lím ¡(x) = +00.
x-+a 9(x)

10. Si f es acotada y límg(x) = +00, entonces lím ¡((x)) = a.
x-+a x-+a9 x

11. Si f(x) > a para todo x E A, entonces

límf(x) = a
x-+a

lím( 1(1 )) = +00.
x-+a x

12. Si límf(x) = +00 Y lím g(y) = L) entonces límg[f(x)] = L.
x-+a y-++oo x-+a

Prueba:

1. (=» Supongamos que, límf(x) = +00. Sea M > aarbitrario, entonces
x-+a

existe Ó > a tal que

x E A Y a < Ix - al < Ó f(x) > M. (41)

Sea (x n ) e A\{a} tal que (x n ) -+ a, entonces para el Ó hallado, existe
no E IN tal que n > no implica a < IX n ~ al < Ó. En consecuencia, de
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(41) se sigue que, f(x n ) > M siempre que n > no. Así, (J(x n )) -+ +00.
El caso límf( x) = -00, se prueba de manera similar.

x-+a

(~) Supongamos que, límf( x) "1- +00. Entonces, existe M > O tal
x-+a

que para todo O> O existe x E A, con

O< Ix - al < O y f(x)::; M. (42)

Sea O =~, n E IN, entonces por (42), para cada n E IN, existe
Xn E A\{a} tal que O < IX n - al < ~ y f(x n ) ::; M. Así, (x n ) -+ a
pero (J(x n )) ft +00, en contradicción con la hipótesis. Por lo tanto,
límf(x) = +00.
x-+a

2. Supongamos que, límf( x) = +00.
x-+a

Si límf(x) = L, L E R. Entonces, para toda sucesión (x n ) e A\{a}
x-+a

(x n ) -+ a, se tiene que, (J(x n )) ---+ L, pero esto contradice a 1. Así,
límf(x) no puede ser L para cualquiera que sea el L E IR.
x-+a
Si límf(x) = -oo. Entonces, para toda sucesión (x n ) e A\{a}, con

x-+a
(x n ) -+ a, (J(x n )) -+ -00, pero esto contradice 1. Así, límf(x) = +00.

x-+a

3. Esto es una consecuencia inmediata de la definición.

4. Sea M > O arbitrario. Entonces, por hipótesis existe, O> O tal que

x E A y O< Ix - al < O :::} f(x) > M. (43)

Por otro lado, como f( x) ::; g(x) para todo x E A, se sigue de (43)
que g(x) > M siempre que x E A Y O < Ix - al < O. En consecuencia,
límg(x) = +00.
x-+a

5. Dado é = 1, entonces por hipótesis existe 01 > O tal que

x E A y O < Ix - al < 01 :::} f (x) < L + 1. (44)

Ahora, tomando M = L + 1, por la otra parte de la hipótesis, existe
02 > O tal que,

xEAyO<lx-al<02 :::} g(x»L+1. (45)

Luego, tomando 0= mín{0¡,02} por (44) y (45) se verifica que,
g(x) > f (x) siempre que x este en una vecindad de a.
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6. Sea M > O arbitrario, entonces por hipótesis existe Ó > O tal que,

xEAyO<lx-al<ó =? f(x»M. (46)

Ahora, como B e A, a E B' Y h = flB, entonces de (46) se sigue que

x E B y O< Ix - al < Ó =? h(x) > M.

Así, límh(x) = +00.
x-ta

Para ver la segunda parte de 6, sea M > O arbitrario. Como
límh(x) = +00, entonces existe Ó > O tal que
x-ta

x E B Y O< Ix - al < Ó =? h(x) > M. (47)

Ahora, como h = flB, donde B = A n (a - Ó, a + Ó), entonces de (47)
se sIgue que

x E A y O< Ix - al < Ó =? f(x) > M.

En consecuencia, límf( x) = +00.
x-ta

7. Sea M > O arbitrario. Entonces, por la hipótesis existe Ó > O tal que

xEAyO<lx-al<ó =? f(x»M. (48)

Por otro lado, como 9 es inferiormente acotada, existe K tal que para
todo x E A se verifica

g(x) > K.

En consecuencia, de (48) Y (49) se sigue que existe Ó > O tal que

x E A y O< Ix - al < Ó =? f(x) + g(x) > M + K> M.

Por lo tanto, lím[j(x) + g(x)] = +00.
x-ta

(49)

8. Sea M > O arbitrario. Entonces, por hipótesis, existe Ó > O tal que,

x E A y O< Ix - al < Ó =?
M

f(x) > K' (50)
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donde K es la misma que en (49). En consecuencia, de (49) Y (50) se
sIgue que

x E A Y O< Ix - al < J ~

Por lo tanto, límf(x)g(x) = +00.
x-ta

M
f(x)g(x) > K K = M.

9. Para probar 9, proceder como en la prueba de 4 del teorema 4.8.4.

10. Para probar 10, proceder como en la prueba de 5 del teorema 4.8.4.

11. Para probar 11, proceder como en la prueba de 6 del teorema 4.8.4.

12. Sea é > Oarbitrario. Entonces, por hipótesis existe J > Otal que

x E A Y O < Ix - al < J ~ f(x) > é.

Por otro lado, existe M > Otal que

(51)

y> M Ig(y) - LI < é. (52)

Luego, si tomamos é = M, entonces por (51) y (52) se tiene que

x E A Y O< Ix - al < J ~ Ig(f(x)] - LI < é.

Así, límg(f(x)] = L.
x-ta

El caso límg[f(x)] = +00 se prueba de manera similar al caso anterior.
x-ta

•
NOUI 4.15.5.

1. El teorema 4.15.4 tiene su versión dual cuando límf(x) = -oo.
x-ta

2. Al igual que para los límites de sucesiones, en los límites de funciones
se presentan las "expresiones indeterminadas", es decir expresiones de
l !' . o O 00 00 o 100a lorma. o' 00 - 00, . 00, 00 ' , 00, .

Por ejemplo, la expresión §, desde el punto de vista aritmético no tiene
sentido pues, OE IR no tiene inverso multiplicativo, pero desde el punto
del Análisis Matemático la expresión § tiene el siguiente sentido:
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Sean A e IR, f, 9 : A -+ IR y a E A'. Supongamos que
límf(x) = límg(x) = O. Luego, tomando B = {x E A : g(x) =J O} y
x---+a x---+a
a E B' . Entonces tiene sentido preguntarse si existe lím J(x» .

x---+a 9 x

Ahora, puede ocurrir:
Caso 1. lím J((x») = L, para algún L E IR, como se puede ver en el si-

x---+a 9 x
guiente ejemplo:

Sean f,g : IR -+ IR dadas por f(x) = x 2
- 1 Y g(x)

tonces lírnf(x) = límg(x) = O Y lírn J((x» = 2.
x---+l x---+l x---+19 x

x - 1. En-

Caso n. lím J(x» no existe, como se puede ver ejemplo siguiente ejemplo:
x---+a g X

Sean f: IR\{O} -+ IR dada por f(x) = x sen(~) y g: IR -+ IR
dada por g(x) = x. Entonces, límf(x) = límg(x) = O pero límf((x» no

x---+O x---+O X---+09 x
existe.

Por el mismo argumento 00 - 00 es una "expresión indeterminada".
Basta por ejemplo tomar:

f,g : IR\{O} -+ IR dadas por f(x) = 1 + ;2 y g(x) = ;2' Clara­
mente, límf(x) = límg(x) = 00, pero lím[f(x) - g(x)] = 1. también

x---+O x---+O x---+O
podemos encontrar ejemplos en los cuales lím [f (x) - g(x)J no exista.

x---+O

3. Una poderosa herramienta muy utilizada en los cursos de Cálculo para
atacar la "expresiones indeterminadas"es conocida como la Regla de
L'Hopital y la estudiaremos en el capitulo 6~

4.16. Ejercicios

1. Demuestre usando la definición que:

a)

b)

lím y'a = 1, si a > O.
n---+CXl

lím -J,; = 1, a > O.
n---+CXl n
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e)

d)

lím \Jan + bn = máx(a, b).
n--+oo

lím I X n 1=1 a 1, si lím X n = a.
n--+oo n--+oo

2. (a) Probar que si una subsucesión de una sucesión de Cauchy converge
entonces, también converge la sucesión.

(b) Probar que toda sucesión de Cauchy en IR es acotada.

3. Pruebe que toda sucesión de Cauchy en IR es convergente.

4. Sea Xl = 1 defina Xn+l = 1+~. Demuestre que (xn ) es convergente,
además calcule su límite.

5. Pruebe que si

f(x) = { X

-x
si X E lQ
si X E IR\lQ

entonces lím f(x) no existe, siempre que a =/:. O.
x--+a

6. Dar un ejemplo para mostrar que la siguiente definición de límite es
falsa.

V8 > O 3e > O : O <I x - a 1< 8 =? If (x) - L 1< e.

7. Probar que si lím X n = a, lím Xl +"+Xn = a. ¿Es cierto el recíproco?
n--+oo n--+oo n

8. (a) Pruebe que si (X2n) --+ a y (x2n-d --+ a, entonces (xn) --+ a.

(b) Supóngase que, (x n ) --+ a y A = {xn : n E IN}. Probar que
A tiene un único punto de clausura.

(c) Sea (xn ) una sucesión dada por Xl = O, X2 = 1 Y X n = !(Xn-l +
Xn -2) para todo n 2 3. Probar que (x n ) converge, además calcule su
límite.

9. Sea lím X n = a y X = {xn : n E IN}.
n--+oo

a) Probar que X = X U {a}.

b) Pruebe que M = X U {a} es compacto.
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10. Sea (xn) una sucesión acotada en IR. Sea X n = {xn,Xn+l . "}nEIN'

Defina an = inf(Xn ) y bn = sup(Xn ). Probar:

a) lím an = sup{an : n E lN} = supinf{xn : n E lN}.
n-too nEIN

b) lím bn = inf{bn : n E IN} = inf sup{xn : n E IN}.
n-too nEIN

e) Llamaremos a = lím an y b = lím bn . Entonces,
n-too n-too

(x n ) converge si y sólo si a = b.

11. ¿Existen funciones f: IR -+ IR que verifican:

a) f(x + y) = f(x) + f(y) y

b) lím f (x) = 00 para algún a E IR?
x-ta

12. Probar que si

13. Pruebe que

lím !J=.l = L Y b =1- O, entonces lím f(bx) = bL.
x-tO x x-tO x

a) lím f(x) = lím f( -x).
x-tO+ x-tO-

b) lím f(1 x 1) = lím f(x).
x-tO x-tO+

e) lím f(x 2
) = lím f(x).

x-tO x-tO+

d) lím f(l) = lím f(x).
x-ta+ x x-too

e) lím f(x) = lím f(x - a).
x-ta x-tO

f) lím f(x) = lím f(x 3
).

x-tO x-tO

g) lím f(x) = L {::} lím [f(x) - L] = O.
x-ta x-ta

h) lím f(x) = lím fea +h).
x-ta h-tO

14. (a) Si no existen los límites: lím f(x) y lím g(x). ¿Pueden existir
x-ta x-ta

lím [f(x) + g(x)] y lím [f(x)g(x)]?
x-+a x-ta

(b) Si existen lím f(x) y lím [f(x)+g(x)]. ¿Debe existir lím g(x)?
x-+a x-+a x-ta

(e) Si existe lím f(x) yño existe lím g(x). ¿Puede existir lím [f(x)+
x-+a x-+a x-ta

g(x)] ?
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(d) Si existen los límites lím f(x) y lím [f(x)g(x)]. ¿Se sigue de
x-ta x-ta

ello que existe lím g(x)?
x-ta

15. El siguiente problema es una construcción de los números reales uti­
lizando sucesiones de Cauchy de números racionales.

a) Sean (xn) y (Yn) dos sucesiones de Cauchy en <Q, diremos que
(xn) es equivalente con (Yn) si lím (xn - Yn) = O. Probar que la

n-too
relación definida es de equivalencia.

b) Supóngase que X es el conjunto de todas las sucesiones equiva­
lentes a (x n ) y Y el conjunto de todas las sucesiones equivalentes
a (Yn). Probar que, X n y = 0 o X = Y.

Lo anterior nos dice que, el conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy en <Q, puede descomponerse en partes disjuntas, y cada
miembro de estas partes es equivalente a alguna sucesión fija. Así,
defínase cada una de estas partes como un número real y denótese
al conjunto de todos los números reales como lR.

e) Si a y (3 son números reales, sean (xn) una sucesión en a y (Yn)
una sucesión en (3. Defínase a + (3 como la colección de todas las
sucesiones equivalentes a la sucesión (xn+Yn)' Probar que (xn+Yn)
es de Cauchy y que la operación a + (3 está bien definida.
Definir la multiplicación y proceder como en el caso anterior.

d) Probar que lR con las operaciones suma y multiplicación es un
cuerpo.

e) Defínase los números reales positivos de modo que lR se convierta
en un cuerpo ordenado.

/) Probar que toda sucesión de Cauchy en lR es convergente.

4.17. Algunas Sugerencias para la solución de
los ejercicios

1. (a) Si a > 1, haga los arreglos adecuados para aplicar la desigualdad
de Bernoulli.
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Si O < a < 1, entonces ~ - 1 > O y así, existe x > O tal que

~ = 1 + x. Ahora, utilice el teorema 4.5.5(2).

(b) Como a > O, existe p E IN tal que nI", <
el teorema 4.5.5(2).

+. De nuevo aplique
nP

(c) Considere los casos a = Oo b = Oy O< b ~ a.

(d) Utilice la desigualdad 8 del teorema 2.2.10.

2. Sea (a n ) una sucesión de Cauchy y (a nk ) una subsucesión de (a n ) tal
que (ank ) ~ a E lR. Luego, aplique la desigualdad triangular.

3. Como toda sucesión de Cauchy en lR es acotada a la luz del ejercicio
2 y el teorema 4.5.1, basta probar que toda sucesión en lR tiene una
subsucesión no decreciente o bien una subsucesión no creciente.
Otra forma más inmediata de probar el resultado es utilizando el teo­
rema de Bolzano-Weierstrass.

4. Pruebe que la sucesión (x n ) es creciente y acotada superiormente.
Además, el límite L satisface la ecuación

L4
- 4[3 +6L2

- 5L + 1 = O.

5. Ver el ejemplo 4.11.4(2).

6. El contraejemplo es fácil.

7. Nótese que,

+

IXI - al +... + IXno-l - al
n

IXno - al +... + IX n - al
n

8. (a) Este se resuelve con una manipulación de los índices n, 2n y 2n-1.
(b) Utilice el Método de Reducción al Absurdo.
(c) Separe los términos de orden par de los de orden impar y pruebe que
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(Xn) es acotada. Además verifique que las subsucesiones (X2n) Y (x2n-d
son decreciente y creciente respectivamente. Por último verifique que,
(X2n), (x2n-d -+ ~ y use la parte (a).

9. (a) Pruebe que X ::J X U {a} e X. Además, use el hecho de que el
rango de una sucesión convergente posee un único punto de clausura.
(b) Pruebe que M es cerrado y acotado en ffi. Recuerde que A U B =
A U B y que X es acotado.

10. Para probar (a) y (b, demuestre que (a n ) es no decreciente y acota­
da superiormente y que (bn ) es no creciente y acotada inferiormente.
Luego, por la nota 4.5.2 los resultados son ciertos.
(c) (~) Considere A = {xn : n E lN} y use el teorema 4.7.1(2).
(~) Para el conjunto A definido anteriormente pruebe que
a = mín{a*: a* E A} y b = máx{b*: b* E A}. Así, (x n ) posee al
menos dos subsucesiones convergentes. Ahora, considere los conjuntos
A = {xn : xn :::; a - é} y B = {xn : a + E :::; xn}. Pruebe que A y B
son conjuntos finitos y así, A U B es finito. En consecuencia, ...

11. Suponga que existe una función f : ffi -+ ffi que satisfaga (a) y (b) Y
llegue a una contradicción.

12. Utilice el teorema 4.6.1(2) y el hecho de que lím f(bbx) = L.
bx-+O x

13. Este ejercicio se resuelve manipulando adecuadamente las definiciones.

14. El lector no debería tener problemas en dar las respuestas.

15. Consultar[17], pág 743.

4.18. Ejercicios Varios

1. Sea (an ) una sucesión de números reales tal que

al = 3

probar que (a n ) -+ -)3.



166 Sucesiones y Límites de Funciones.

2. Dados a, b E IR+, defina inductivamente las sucesiones (xn) y (Yn)
colocando

Xn+1 = JXnYn,

Xl =...r;;b, Y1 = a; b Y

X n +Yn
Yn+1 =

2

Probar que (x n ) y (Yn) convergen al mismo límite.

3. ( ) e 1 1 1, In(n+l )
a a cu ar 1m I ( ) .

n--too n n

(b) Si (x n ) ~ CX) y a E IR, probar que

lím [Jln(X n + a) - v"IñX:] = o.
n--too

4. Sean f, g :~ IR funciones definidas por

f(x) = {~ ::

g(x) = { ~

Pruebe que lím g[f(x)]?
x--tO

5. Pruebe que, lím f(x) = L (respectivamente, lím f(x) = L) SI
x--ta+ x--ta-

y sólo si para toda sucesión decreciente (respectivamente, creciente)
(x n ) e IR con lím X n = a, se tiene que lím f(x n ) = L.

x--too n--too

Sea f: IR ~ IR una función, definida por f(x) = xsenx. Pruebe que,
para todo c E IR, existe (x n ) e IR con (x n ) ~ CX) y (f(xn »~ c.



" La curva de crecimiento que llamaremos gráfico
de la función f, es una curva continua, sin un sólo
salto, sin un sólo vacío entre punto y punto, una
curva que puede dibujarse -idealmente- sin levantar
ni un ápice la pluma del papel. En estas condiciones,
decimos que f es una función continua.
En realidad, el concepto de continuidad en su formu­
lación matemática correcta es algo más complicado;
estrechamente ligado al concepto de límite, se debe
también a la afilada mente analista de Cauchy."
Joaquín Navarro

OBJETIVOS (Capítulo 5)

• Adquirir y aplicar el concepto de continuidad
y continuidad uniforme.

• Asociar los conceptos topológicos con los
conceptos de continuidad y continuidad uni­
forme.

• Aplicar los resultados básicos sobre con­
tinuidad y continuidad uniforme en la solu­
ción de problemas.



Capítulo 5

Funciones Continuas

El concepto de continuidad de una función, también se debe al eminente
matemático Agustin Louis Cauchy (1789-1857) y está ligado al concepto
de límite. El concepto de continuidad es esencial en el estudio del Análisis
Matemático como lo demostraremos en el desarrollo del presente capítulo.
Otro matemático que aportó resultados fundamentales en el estudio de la
continuidad de una función fue Bernard Bolzano (1781-1848), uno de el­
los es el famoso teorema de los valores intermedios para funciones continuas.

En el presente capítulo estudiaremos en detalle los conceptos de continuidad
y continuidad uniforme y los resultados básicos sobre estos conceptos, para lo­
grar esto es imprescindible aplicar los conocimientos adquiridos en los capítu­
los 2 y 3.

5.1. Continuidad en un Punto y en un Con­
junto

Definición 5.1.1. Sean A e IR y a E A. Una función f : A --t IR se llama
continua en x=a si, para cada E > O arbitrario existe J=J(a,E)l tal que
x E A y Ix - al < J implica lJ(x) - f(a)1 < E. (Ver Figura 5.1)
En símbolos:

f es continua en x = a {::? [VE> O :3<5 > O: x E A Y Ix - al < <5

=> If(x) - LI < E].

1Esta notación indica que el 8 depende de é y de a.

167
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f<a: eL f

f(x)-------,{
f(a)---

fea) - e ---

a-S a x a+~ X

Figura 5.1: Continuidad de una Función en un Punto

~ otél. 5.1.2.

1. La función f : A --+ IR es continua en A, si es continua en cada punto
de A.

2. De la definición se sigue que, f es continua en x = a si y sólo si para
cada é > O, existe 8 > Otal que f[(a - 8, a + 8)] e (J(a) - é, f(a) + é)].

3. Obsérvese que, si a E A, puede ocurrir que,

Caso 1. a f/: A' (es decir, a es un punto aislado de A), en tal caso
afirmamos que f es continua en x = a.

En efecto, como a f/: A' existe 8> O tal que (a - 8,a + 8) n A = {a}.
Así, para todo é > Ose verifica que

f[(a - 8, a + 8)] = {f(aH e (J(a) - é, f(a) + é).

En consecuencia, f es continua en x = a.

Caso n. a E A' (es decir, a es un punto de acumulación de A) en
tal caso
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f es continua en x = a {:} límf(x) = f(a).
x-ta

4. La noción de continuidad es local, es decir, f : A -+ IR es continua en
x = a si y sólo si existe una vecindad V de a tal que flVnA es continua
en x = a. (Verificarlo)

5. Nótese que, f no es continua en x = a si sólo si

3é>0: V8>03x=x(8,a)EA, Ix-al<8ylf(x)-f(a)l~é.

En tal caso f se llama discontinua en x = a.

5.1.3.

1. Claramente la función f : IR\ {O} -+ IR dada por f (x)
discontinua en x = O (ni siquiera está definida en x = O).

sen(~) es

2. La función f : lR -+ lR dada por

f (x) = { ~ sen(~ ) :: x#O
x=O

es continua en x = O (ver corolario 4.11.2(2(d))).

3. La función f : lR -+ lR dada por

f(x) = {~ ::

es continua en x = O, pero es discontinua en todo punto x # O (ver
ejemplo 4.11.4(2)).

4. Toda función f : IN -+ lR, es continua en IN, ya que cada n E IN es
punto aislado de IN.

5. Sean f: lR -+ lR y c E lR\{O} fijo. Entonces

f( x) = { c s~ x ~ O
-e SI x < O

es discontinua en x = O y continua para todo x # O (ver ejemplo
4.10.3(4)).
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5.2.

Continuidad y Continuidad Uniforme

Condición de Lipschitz y Continuidad

Definición 5.2.1. Sean A e IR y f : A -+ IR una función, f se llama de
Lipschitz, si existe un M > O tal que

If(x) - f(y)1 ~ Mlx - yJ,

para todo x, y E A.

5.2.2.

1. La función f : IR -+ IR dada por f(x) = 2x, es de Lipschitz.

En efecto, para todo x, y E IR se verifica que

If(x) - f(y)1 = 12x - 2yl = 21x - yl·

ASÍ, basta tomar M = 2, para que f sea de Lipschitz.

2. La función f: [1,+00) -+ IR dada por f(x) = x +~, es de Lipschitz.

En efecto, para todo x, y E IR se verifica

If(x)-f(y)1 = Ix+~-y-~I = l(x_y)XYx~ll

IX-YIIXYx~11. (1)

Ahora, como x,Y:2: 1, entonces IX;~ll < 1. En consecuencia, tomando
M = 1, por (1) se sigue que f es de Lipschitz.

Nota 5.2.3.

1. Toda función de Lipschitz es continua.
En efecto, sea f : A -+ IR una función de Lipschitz. Sean a E A Yé > O
arbitrarios, entonces existe M > O tal que

If(x) - f(y)1 ~ Mlx - yl,

para todo x, y E A. En consecuencia, tomando J = lJ, podemos ver
que f es continua en a.

2. El recíproco del resultado anterior no es cierto, para ver esto basta
tomar f : IR -+ IR dada por f(x) = x2

, la cual es claramente continua.
más no es de Lipschitz. (¿Por qué?)
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5.3. Tipos de Discontinuidades

Definición 5.3.1. Una función f : A ~ IR tiene una discontinuidad de
primera especie en a E A, cuando f es discontinua en a y además lím f( x)

x-+a+

y lím f(x) existen.
x-+a-

La función f tiene una discontinuidad de segunda especie en a E A,
cuando f es discontinua en a y además lím f( x) o lím f( x) no existen.

x-+a+ x-+a-

5.3.2.

1. La función f : IR\ {O} ~ IR dada por f (x) = sen(;;) tiene una discon­
tinuidad de segunda especie en x = O, pues lím sen( ~) y lím sen( ~)

x-+o+ x-+o-
no existen.

2. La función f : IR ~ IR dada por

f(x) = { _~ ::
x~O

x<O

donde e -# O es fijo en IR, tiene una discontinuidad de primera especie
en x = O, pues lím f(x) y lím f(x) existen.

x-+o+ x-+o-

Nota 5.3.3.

Por el teorema 4.13.3, se sigue que las funciones monótonas no admiten dis­
continuidades de segunda especie.

5.4. Continuidad y Sucesiones

Teorema 5.4.1. (Caracterización de la continuidad por sucesiones)
Sean f : A ~ IR ya E A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en x = a.

2. f es secuencialmente continua en x = a (Es decir, para toda sucesión
(x n ) e A tal que (x n ) ~ a se verifica que (f(xn )) ~ f(a)).

3. f preserva sucesiones convergentes (Es decir, para toda suceswn
(x n ) e A convergente en A se verifica que (f(xn )) converge en IR).
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Prueba: Si a rt A', entonces claramente f es continua en x = a.
Si a E A', entonces por el teorema 4.11.1 se concluye que f es continua en
x = a si y sólo si límf(x) = fea). Así, 1 {:} 2.

x---+a

Supongamos que, 2 es cierto. Sea (x n ) e A una sucesión convergente en
A, entonces existe a E A tal que (x n ) -+ a. Luego, por la hipótesis,
(f(xn)) -+ fea) E IR. ASÍ, 3 es cierto.

Supongamos que 3 es cierto. Sea (x n ) e A tal que (x n ) -+ a.
Entonces la sucesión (Xl, a, X2, a, . .. ) -+ a y por 3, existe y E IR tal que
(f(x¡),f(a),f(x2),f(a), ... ) -+ y. Ahora, la subsucesión constante
(f(a), fea), f(a), ... ) -+ fea), en consecuencia, y = fea). Por lo tanto, la
subsucesión (f(xI,f(X2),f(X3)"")) -+ fea). Es decir, (f(xn)) -+ fea) y

aSÍ, 2 es cierto. Por lo tanto, 2 {:} 3 y el teorema queda probado. •

Corolario 5.4.2. Sean f, g : A -+ IR funciones continuas en a E A, en­
tonces f + g y fg son continuas en a. Además, L es continua en a, siempre

9
que g(a) =j; O.

Prueba: Si a rt A', entonces el resultado es evidente. Si a E A', el resultado
es una consecuencia inmediata del teorema 5.4.1, el corolario 4.11.2(2) y nota
5.1.2.

J\ ota 5.4.3.

Del teorema 5.4.1 obtenemos condiciones suficientes para que una función
f : A -+ IR sea discontinua en X = a E A, a saber:

Si existe una sucesión (xn) e A tal que (xn) -+ a (respectivamente, (x n)
converge en A) pero, (f(xn)) -f+ fea) (respectivamente, (f(xn))) no converge,
entonces f no es continua en X = a.

5.4.4.

La función f : IR -+ IR dada por

¡(x) = {~. ::
x=j;o
x=o

es discontinua en x = O.
En efecto, la sucesión (xn = ~) -+ O, pero la sucesión (f(xn) = en) -+ +00.
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5.5. Funciones Secuencialmente Regular de
Cauchy

Definición 5.5.1. Una función f : A ---+ IR se llama Secuencialmente
Regular de Cauchy (SRC) si f preserva las sucesiones de Cauchy, es
decir, si (xn) e A es de Cauchy, entonces (f(x n)) es de Cauchy.

Lema 5.5.2. Sea f : A ---+ IR una función. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. f es SRC.

2. f preserva sucesiones equivalentes, es decir, si (xn) y (Yn) son suce­
siones equivalentes en A, entonces (f(xn)) y (f(Yn)) son sucesiones
equivalentes en IR.

Prueba: (1 => 2) Sean (x n), (Yn) e A tal que (xn) :;:::j (Yn). Entonces, por el
teorema 4.9.4(10), la sucesión (Xl, Y¡, X2, Y2, . .. ) es de Cauchy en A. Luego,
por 1, (f(x¡), f(YI), f(X2), f(Y2), .. ')) es de Cauchy en IR, en consecuencia,
por el teorema 4.9.4(10), (f(xn)):;:::j (f(Yn)) Y así, 2 es cierto.

2 => 1 Sea (xn) de Cauchy en A. Entonces, por el teorema 4.9.4(4), (xn):;:::j
(xn) en A. Luego, por 2, (f(xn )) :;:::j (f(xn )) en IR y de nuevo por el teorema
4.9.4(3), (f(xn)) es de Cauchy en IR. Por lo tanto, 1 es cierto. •

Teorema 5.5.3. Sea f : A ---+ IR una función. Si f es SRC, entonces f es
continua en A.

Prueba: Sean a E A arbitrario y (x n ) e A tal que (x n ) ---+ a. Consideremos
la sucesión constante (Yn = a). Luego, (Yn) ---+ a y por el teorema 4.9.4(4)
(x n) :;:::j (Yn). En consecuencia, como f es SRC por el lema 5.5.2, (f(x n)) :;:::j

(f(Yn)), es decir, (f(x n )) :;:::j (f(a)). ASÍ, por el teorema 4.9.4(5), (f(x n)) 1I

(f(a)).
Por otro lado, (f(xn)) ---+ f(a) y aSÍ, por el teorema 4.9.4(8), se sigue que
(f(x n )) ---+ f(a). Por lo tanto, a la luz del teorema 5.4.1, f es continua en
X = a y el teorema queda completamente probado. •

~ (lLa 5.5.4.

El recíproco del teorema 5.5.3 no es cierto, para ver esto, basta tomar el
siguiente
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5.5.5.

Continuidad y Continuidad Uniforme

Sea f : (0,1] ---+ IR dada por f( x) = ~. Es fácil verificar que f es continua,
más no es SRC. (Verificarlo)

El siguiente teorema nos da una condición adicional para que el recíproco
del teorema 5.5.3 sea cierto.

Teorema 5.5.6. Sea f : A ---+ IR una función. Si A es conjunto cerrado y f
es continua, entonces f es SRe.

Prueba: Sea (x n ) una sucesión de Cauchy en A. Veamos que (J(x n )) es de
Cauchy.
Como (x n ) es sucesión de Cauchy en IR, existe a E IR tal que (x n ) ---+ a.
Ahora, como A es cerrado por el teorema 4.7.1(2), a E A. En consecuencia,
por la continuidad de f se sigue que (J( xn )) ---+ f( a) y por el teorema 4.9.4(1),
la sucesión f(x n ) es de Cauchy. Así, el teorema queda probado. •

5.6. Teoremas sobre Funciones Continuas

Teorema 5.6.1. Sea f : A ---+ IR una función continua en a E A. Si f( a) -=1
O, entonces existe 8 > O tal que, para todo x E A n (a - 8, a + 8), f( x) tiene
el mismo signo de f(a).

Prueba: Supongamos que f(a) > O. Sea E = f(a), entonces por la con­
tinuidad de f en a, existe 8 > O tal que

x E A Y Ix - al < f(a) =} If(x) - f(a)1 < f(a).

Ahora, como

(2)

If(x) - f(a)1 < f(a) 0< f(x) < 2f(a), (3)

entonces, por (2) y (3), f(x) > O siempre que x E A n (a - 8, a + 8).
El caso f(a) < O se prueba de manera similar. •

Corolario 5.6.2. Sean f, 9 : A ---+ IR funciones continuas en a E A. Si
f(a) > g(a) (respectivamente, f(a) < g(a)), entonces existe 8 > O tal que
f(x) > g(x) (respectivamente, f(x) < g(x )), para todo x E A n (a - 8, a +8).
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Prueba: Supongamos que f(a) > g(a). Definamos, h : A -+ lR, mediante
h(x) = f(x)-g(x), claramente h es continua. Ahora, como h(a) > O, entonces
por el teorema 5.6.1, existe J > O tal que h(x) > O para todo
x E An(a-J,a+J).
ASÍ, f(x) > g(x) siempre que x E A n (a - J, a + J). El caso f(a) < g(a) se
prueba de manera similar. •

Corolario 5.6.3. Sean f, 9 : A -+ lR funciones continuas. Dados
B = {x E A : f(x) < g(xH y D = {x E A : f(x) ::; g(xH. Entonces,
existen conjuntos G e lR abierto y F e :IR cerrado tales que B = A n G y
D = A n F. En particular, si A es abierto, entonces B es abierto y si A es
cerrado, entonces D es cerrado.

Prueba: Por el corolario 5.6.2 para cada y E B existe un intervalo
I y = (y - Jy, y + Jy) tal que

{y} e A n Iy e B.

Luego, por (4) se sigue que

U{y} e UAnIy e B.
yEB yEB

Ahora, como B = U{y}, por (5) se tiene que
yEB

(4)

(5)

B e A n UI y e B. (6)
yEB

En consecuencia, tomando G = U I y , por el teorema 3.1.13(3) G es un
yEB

conjunto abierto y por (5), B = A n G.

La segunda parte del corolario 5.6.3 se resuelve, observando que
D = A\{x E A: g(x) < f(xH.
Luego, para el conjunto {x E A: g(x) < f( x)} por la primera parte, existe
G e :IR abierto tal que

{x E A: g(x) < f(x)} = A n G. (7)
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Por lo tanto, de (7) se sigue que
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D = A\(A n G) = A n (IR\G). (8)

Así, tomando F = IR\G por el teorema 3.13(3) y por (8), F es cerrado y
D = An F.
El caso particular es evidente.

5.7. Composición de Funciones Continuas

•

Teorema 5.7.1. Sea f : A ~ IR continua en a E A Y sea 9 : B ~ m.
continua en b = f(a) E B Y f(A) e B. Entonces) f o g: A ~ IR es continua
en a.

Prueba: Sea é > O arbitrario, como 9 es continua en b, existe A > O tal que

y E B Y Iy - bl < A =? Ig(y) - g(b)1 < é.

Por otro lado, como f es continua en a, existe 8 > Otal que

XEAylx-al<8 =? If(x)-f(a)I<A.

Luego, si x E A Y Ix - al < 8 se sigue de (9) y (10) que

Ig[f(x)] - g(b)1 = I(g o J)(x) - (g o J)(a)1 < é.

Así, 9 o f es continua en a.

(9)

(10)

•
5.8. Teoremas de Bolzano y de los Valores

Intermedios

Teorema 5.8.1. (Teorema de Bolzano )
Sea f : [a,b] ~ IR una función continua. Si f(a)f(b) < O) entonces existe
e E (a,b) tal que f(c) = O.

Prueba: Como f(a)g(a) < O, entonces podemos asumir que f(a) < O< f(b).
Por la continuidad de f en a y por ser f( a) < O, existe 8 > O tal
que f(x) < O para todo x E [a,b] n (a,a + 8). De manera análoga por la
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continuidad de f en b y por ser ¡(b) > O. existe). > O tal que f(x) > O para
todo E {a, b] n (b - )¡. b). En consecuencia. los conjuntos

A = {x E (a,b): ¡(x) < a} y B = {y E (a,b): J(y) > a},

son no vacíos, disjuntos y por el corolario 5.6.3 son abiertos.
Si no existe e E (a. b) tal que ¡(e) = a. entonces (a, b) = .1 U B y así. (a.h)
sería disconexo en contradicción con el teorema 3. i .6. Por lo cual. el teorema
queda. completamente probado. •

y

a x

Pigura 5.2: lnterpretación Geométrica del Teorema de Bolzano

Corolario 5.8.2. (Teorema de los valores intermedios)
Sea f : [lt , b] --+ IR una !lmción continua. Si fea) < d < ¡(b) (7"es]}ecliva­
mente, fea) > d > g(a)), entonces existe x E (al b) fal que ¡(x) = d.

Prueba: Sea 9 : la, b] --> IR dada por g(x) = ¡(x) - d. Entonces. claramente
9 satisface las condiciones del teorema de Bolzallo y así, existe:r E (a.b) tal
que g(x) = O. En consecuencia, existe x E (a,b) Lal que f(x) = d. •

Corolario 5.8.3. Todafunción continua transfor'ma conexos en conf.l'Os. Es
dECir. si 1 e IR. es un intervalo y f : 1 ~ IR es contúwa. entonces f(l) es
un inter·valo.
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Prueba: Si f es la función constante, digamos f( x) = e (e E IR, fijo) para
todo x El, entonces f (I) = {e} = [e, e] el cual es un intervalo.
Supongamos que f no es la función constante. A la luz del teorema 2.5.1 8,
basta tomar y, z E f(I) tal que y < w < z y probar que w E f(I).
Como y, z E f(I), entonces existen Xl, X2 E 1 tales que y = f(xI) y z = f(X2)'
Así, f(xI) < w < f(X2)'
Ahora, como f es continua, entonces por el corolario 5.8.2, se sigue que existe
X E 1 tal que w = f(x). En consecuencia, w E f(I) Y el corolario 5.8.3 queda
probado. •

'\ 01<1 5.8.4.

1. El teorema de Bolzano nos asegura que la ecuación f( x) = O tiene al
menos una raíz real, cuando f es continua en [a, b] y f(a) . f(b) < O.

2. Geométricamente, el teorema de Bolzano nos indica que la gráfica de
una función continua definida en un intervalo cerrado y acotado, con
signos diferentes en los entremos del intervalo debe cortar al eje X al
menos una vez. (Ver Figura 5.2)

5.8.5.

1. Sea f : [a,b] ---+ IR una función continua tal que f(a) :::; a y b :::; f(b).
Entonces, existe al menos un e E [a, b] tal que f(e) = e.

En efecto, consideremos la función 9 : [a, b] ---+ IR dada por g(x)
x - f (x ). Claramente, 9 es continua y

g(b) = b - f(b) ::; O :::; a - f(a) = g(a).

Luego, por el teorema de Bolzano, existe e E [a, b] tal que g(e) = O, es
decir, f(e) = e.

Un punto e E A tal que f(e) = e se llama un punto fijo de la función
f : A ---+ IR. El ejemplo 5.8.5(1) es la versión en la recta del "Teorema
del Punto Fijo de Brouwer".

2. Sea f : IR ---+ IR una función continua tal que lím f( x) = +00 Y
x-++oo

lím f(x) = -oo. Entonces, la ecuación f(x) = O tiene al menos una
x-+-oo
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En efecto, por las definiciones de lÍm f(x) = +00 Y lím f(x) = -00,
x~+= x~-=

podemos tomar K > O y M < O tales que

[x 2': K =} f(x) 2': 1] Y [x:S; M =} f(x):S; -1].

Ahora, como f es continua en el intervalo [M, K], por el teorema de
Bolzano existe x E (M, K) e IR tal que f(x) = o.

3. Todo polinomio de grado impar de coeficientes reales tiene al menos
una raíz real.
En efecto, consideremos p: IR ----t IR el polinomio dado por
p(x) = anxn + an_lXn- 1 + ... + a¡x + ao, con an # O (podemos asumir,
a n > O) y n impar.
Claramente, lím p(x) = +00 Y lím p(x) = -00 (pues, n es impar).

X~+= x~-=

En consecuencia, p satisface las condiciones del ejemplo 5.8.5(1) Y por
lo tanto, p(x) = O para algún x E IR.

5.9. Continuidad y Compacidad

Teorema 5.9.1. Sea f : A ----t IR una función continua. Si A es un conjunto
compacto) entonces f(A) es compacto.

Prueba: A la luz del teorema 4.7.1(3), basta tomar una sucesión (Yn) e f(A)
y probar que posee una subsucesión convergente en f(A).
Ahora, si (Yn) e f(A), entonces Yn = f(x n), Xn E A para cada n E IN. Como
A es un conjunto compacto, por el teorema 4.7.1(3), existen una subsucesión
(xnk ) de (xn) ya E A tales que (xnk ) ----t a.
Por otro lado, por ser f continua, el teorema 5.4.1 nos asegura que

ASÍ, (11) nos da una subsucesión (Ynk = f(x nk )) de
(Ynk) ----t f(a) E f(A). Por lo tanto, el teorema queda probado.

(11)

Corolario 5.9.2. Sea f : A ----t IR una función continua. Si A es compacto,
entonces f está acotada.
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Prueba: Por el teorema 5.9.1, f(A) es compacto y por el teorema 3.6.5,
f(A) está acotado, así, f está acotada en IR. •

Corolario 5.9.3. (De Weierstrass )
Sea f : A -+ IR una función continua. Si A es un conjunto compacto, en­
tonces f alcanza sus valores máximo y mínimo. Es decir, existen xo, Xl E A
tales que f(x) E [f(xo),f(xt}], para todo x E A.

Prueba: Como f es continua, entonces teorema 5.9.1 f(A) es un conjunto
compacto. Luego, por el corolario 5.9.2, f(A) está acotado en IR. Evidente­
mente, f(A) es no vacío, así, existen Yo = inf f(A) y Y1 = sup f(A). Ahora,
por el teorema 3.2.4 Yo, Y1 E f(A), Y por el teorema 3.6.5 f(A) es ce­
rrado y así, Yo, Y1 E f(A). En consecuencia, existen xo, Xl E A tales que
f(x) E [f(xo), f(xt}], para todo x E A. •

5.10. Continuidad de la Función Inversa

Dada una función biyectiva f : A -+ B e IR continua, surge una pregunta
natural ¿es f-1 : B -+ A continua? La respuesta en general es no, como lo
muestra el siguiente

5.10.!.

Sea f : [O, 1) U [2,3] -+ [0,2] dada por

f (x) = { xX _ 1 si x E [O, 1)
si x E [2,3]

claramente, f es continua en cada punto de su dominio. (Ver Figura 5.3)
Además, f es una biyección, donde f-1 : [0,2] -+ [0,1) n [2,3] dada por

f-I(X) = { X s~ x E [0,1)
x + 1 SI X E [1,2]

no es continua en x = 1. (¿por qué?) (Ver Figura 5.3)

Nota 5.10.2.

Es necesario destacar que en el ejemplo 5.10.1 el dominio de f no es un
conjunto conexo (tampoco es compacto). Los teoremas 5.10.4 y 5.10.5 nos
dan condiciones suficientes para que la inversa de una función continua sea
una función continua.
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F'¡gura 5.3: Punción continua con inversa discontinua

Teorema 5.10.3. Sca 1 e ffi. un int,ervalo no degenerado. Toda función
continua e invectiva es monótona.

Prueba: Supongamos que I = [a,b] (a #- b). Como f es inyectiva, entonces
J(a) .¡ J(b).
Si J(a} > 1(6), veamos que f es creciente en 1. Si J no fuera creciente en f,
existirían x, y E I tales que

x < y y J(y) < J(x). (12)

Ahora puede oculTir que:

Caso 1. J(a) < J(y).
Entonces, por (14), f(a) < f(y) < f(x). Luego, como J es continua por el
corolario 5.8.2, existe e E (a,x) tal que

J(e) = J(y). (13)

Por ser e =J. Y. entonces (1.5) contradice la inyectividad de f·

Caso 11. na) > J(y). Entonces, como J(a) < J(b), se sogue que
J(y) < J(a) < J(b). De nuevo, por el corolario 5.8.2, existe e E (y,b)
tal que

J(e) = J(a). (14)
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Pigura 5.4: Punción Inversa Discontinua

Abora. como e '!- (l. enlonces (16) contradice la inyectividad de f.
Como fía) #- f(y). entonces en cualquier caso f no creciente en J.10 conduce
a contradicción. Por lo tanto. J es creciente en /.

El caso, f(a) > f(b) se prueba de manera similar.
Cuando I es un intervalo arbitrario, supongamos que J no es monótona.
entonces exisl.irían XI_ X21 YII Y2 E /1 tales que XI > YI y X2 < Y2 pero

f(x,) < f(y,) y f(x,) > f(y,)·

Sean a = min{xJ,y¡.X2,Y2} y b = máx{xl.YI.X2,Y2}. Claramente. fu.. _"] es
continua e inyectivil más no monótona en contradicción con la primera parle.
Así. el teorema queda probado. •

TE"orema 5.10.4. Sea f: A ~ Ut una biyección continua. Si A es compacto,
~n'onCf:S ¡ licn~ int'ersa contintla.

Prueba: Sea b E ¡(A) arbitrario. veamos que g = ¡-I es continua eo b.
Supongamos que g 00 es continua en b. En consecuencia existirían é: > O y
una sucesión Yn = ¡(xn ). n E h\l' tal que
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¡Xn - al 2: é, Vn E IN. (15)

Ahora, como X n E A, y A es compacto, por el teorema 4.7.1(3) existen una
subsucesión (x nk ) de (x n) y a' E A tal que

(16)

Luego, de (15) y (16) se tiene que, la-a'l ~ é. En consecuencia a i- a'. Ahora,
como f es continua, entonces por el teorema 5.4.1 se sigue que, f(x nk ) ~
f(a'). ASÍ, (Ynk = f(x nk )) es una subsucesión de (Yn) tal que

(17)

En consecuencia, por (15), (17) Y el teorema 4.11.2(1), f(a) = f(a'), pero
esto contradice la inyectividad de f y así, el teorema queda probado. •

Teorema 5.10.5. Sea 1 e lR un intervalo no degenerado. Toda función
continua e inyeetiva f : 1 ~ lR tiene inversa f-1 : f(I) ~ 1 continua.

Prueba: Si 1 = [a, b] (a i- b), entonces como 1 es compacto, por el teorema
5.10.4, f-1 es continua.
El caso en que 1 sea un intervalo arbitrario se deja como ejercicio al
kctm. •

5.11. lIorneornorfisrnos

Definición 5.11.1. Sean A, B e lR. Un homeomorfismo entre A y B es
una biyección continua f : A ~ B cuya inversa f-1 : B ~ A es continua.
Si tal función existe A y B se llaman homeomorfos.

El teorema 5.10.5 nos asegura que si 1 e lR es un intervalo y f : 1 ~ lR
es continua entonces 1 y f(I) son homeomorfos. En el caso 1 compacto, el
teorema 5.10.4 nos asegura que 1 y f(I) son homeomorfos.
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5.11.3.

1. Sean A = [2,3] U {4,5} Y B
homeomorfos.

[8,9] U {7, lO}. Entonces A y B son

En efecto, la función f : A -7 B dada por

SI X = 4
SI X = 5

2:Sx:S3
f(x) = { ~O

x + 6 SI

es un homeomorfismo entre A y B (verificarlo).

2. El intervalo (-1,1) es homeomorfo a IR.

En efecto, la función f : IR -7 (-1,1) dada por f(x)

homeomorfismo entre (-1,1) Y IR (verificarlo).

x
I+lxl es un

5.12. Continuidad Uniforme

Definición 5.12.1. Sean A e IR y f : A -7 IR una función. f se llama
uniformemente continua (Ve) en A, si para cada é > O existe b=O(é?>
O tal que si para todo x,y E A Y Ix - yl < o, entonces If(x) - f(y)1 < é.

En símbolos,

fes UC en A ~ Lv' e> 038> O : V x,y E A y Ix-yl < 8 => If(x)- f(y)1 < e).

!'\ot a 5.12.2.

1. La diferencia esencial entre la continuidad y la continuidad uniforme de
una función f en A es; que para el primer caso el oa considerar depende
de cada x E A Y de é mientras en el segundo caso el b a considerar es
el mismo para todo x, y E A Y tan sólo depende de s.

2. Claramente, si f es uniformemente continua en A, entonces f es con­
tinua, como veremos luego el recíproco no es cierto.

3. De la definición 5.12.1, podemos obtener una condición necesaria y

suficiente para que f no sea uniformemente continua en A se tiene que:

2En este caso el delta sólo depende de é
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fnoesUC<=>[3é>0: \18>0 3x,yEA Ix-yl<8y If(x)-f(y)l~é.

4. Si f : A ---* IR es una función de Lipschitz, entonces f es DC en A.

En efecto, Sea E > °arbitrario. Como f es de Lipschitz existe M > °
tal que,

If(x) - f(y)1 ~ Mlx - y¡,

para todo x, y E A. Así, Ó = ~ satisface la condición de la CD de f en
A.

5. No toda función DC en A es de Lipschitz en A. Para ver esto, con­
sidérese la función f : [0, +00) ---* IR dada por f( x) = v;i, la cual es
DC en [0,+00) pero no es de Lipschitz (verificarlo).

5.12.3.

1. Sea f : [0,00) -t IR dada por f( x) = sen x 2 , entonces f no es VC en
[0,00).
En efecto, si f fuera uniformemente continua en [0,00), entonces para
E = ~, existiría, Ó > °tal que x, y ;::: °y Ix - yl < Ó implicarían

(18)

Ahora, para cada n E IN, consideremos X n = yI7r'!ji¡ y Yn = yl7rV.)!l,
entonces (xn - Yn) -t O Y así, para el Ó, existe no E IN tal que n > no
implica

(19)

Así, de (17) y (18) se sigue que

Isen(xn ? - sen(Yn)21 = Isen (11"~) - sen (11" n; 1) I = 1< ~,

lo cual no es posible, en consecuencia, f no es DC en [0,00).

2. La función f: (1,2) -t IR dada por f(x) = ~ es VC en (1,2).
En efecto, dado é > O arbitrario queremos hallar Ó > °tal que

[Vx,y E A Y Ix - yl < Ó) :::} If(x) - f(y)1 < é.
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Si x, y E (1,2), entonces x, y > 1 y así, X
1y < 1. En consecuencia,

1
1 11 Ix - yl- - - < < Ix - yl·
x y xy

Por lo tanto, tomando J = e, obtenemos lo que queríamos. Luego,
f es VC en (1,2).

5.13. Continuidad Uniforme y Sucesiones

Teorema 5.13.1. Sea f : A --+ IR una función. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. fes UCen A.

2. f preserva sucesiones paralelas (es decir, si (xn), (Yn) son sucesiones
paralelas en A, entonces (f(xn)), (f(Yn)) son sucesiones paralelas en
IR).

Prueba: (1) ::::} (2) Sean (xn) y (Yn) sucesiones paralelas en A. Sea e > O
arbitrario, por 1, existe J > O tal que para todo x, y E A se verifica que

Ix-yl<J::::} If(x)-f(y)l<e.

Como (xn) 11 (Yn) para el J hallado existe n ó E ]N tal que

n > n ó ::::} IXn - Ynl < J.

Luego,de (19) y (20) se sigue que, existe n ó E ]N tal que

n > nó ::::} If( xn) - f(Yn) I < e.

Así, (f(xn)) 11 (J(Yn)) y por lo tanto, 2 es cierto.

(20)

(21 )

(2) ::::} (1) Supongamos que 1 no es cierto, es decir, existe e > O tal que
para todo J> O, existen x,y E A con Ix - yl < J y If(x) - f(y)12 e.
En consecuencia, para cada n E ]N, consideremos Jn = 1-, entonces existen

n
(xn), (Yn) e A tales que

(22)
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Ahora, como IXn - Ynl --+ 0, entonces (xn) 11 (Yn) y por 2, (f(xn)) 11 (f(Yn)).
ASÍ, If(xn) - f(Yn)1 --+ O, en contradicción con (21). Por lo tanto, 2 es
cierto. •

5.13.2.

La función f : rn. --+ rn. dada por f (x) = x2 es continua, pero no es UC.

En efecto, sean X n = n + ~ y Yn = n. Claramente,

ASÍ, (xn) 11 (Yn).
Por otro lado,

IJ(Xn) - f(Yn)1 = I(n +~? - n21 = 2 + ~2 > 2.

En consecuencia, If(xn) - f(Yn)1 f+ O y por lo tanto, (f(xn)) lr (f(Yn)).
Luego, por teorema 5.13.1, f no es DC en rn..
La continuidad de f es evidente.

5.14. Continuidad Uniforme y Funciones SRC

Teorema 5.14.1. Sean f : A --+ rn. una función. Si f es VC en A} entonces
f es SRe.

Prueba: Sea (xn) una sucesión de Cauchy en A, veamos que (f(xn)) es de
Cauchy.
Sea é > O arbitrario, como f es DC en A existe 15 > O tal que

Ix - yl < 15 ==> If(x) - f(y)1 < é, (23)

para todo x, y E A.
Por otro lado, como (x n ) es de Cauchy en A, para el 15 hallado existe no E IN
tal que

m, n > no ==> IXn - Ym I < 15. (24)
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SIempre que
fes SRC.

Luego, de (22) y (23) se sigue que

m, n > no * If(xn) - f(Ym)1 < E,

m, n > no. Así, (J(xn» es de Cauchy y por lo tanto,

•
'\()t:15.14.2.

El recíproco del teorema 5.14.1 no es cierto como lo muestra el siguiente

5.14.3.

Sea f : IR ~ IR dada por f(x) = x2, por ejemplo 5.13.2, f no es VC en IR.
Como f es continua y IR es cerrado, se sigue del teorema 5.5.6 que f es SRC.

i\ 01.,\ 5.14.4.

1. La clase de las funciones SRC es una clase intermedia entre la clase
de las funciones continuas y la clase de las funciones uniformemente
continuas.

2. El recíproco del teorema 5.14.1 es cierto si agregamos una condición
adicional como lo muestra el siguiente

'Teorema 5.14.5. Sean f : A ~ IR una función. Si f es SRC y A está aco­
tado, entonces f es ue en A.

Prueba: Supongamos que f no es VC. Procediendo como en (2) * (1)
del teorema 5.13.1, existen E > O y las sucesiones (xn), (Yn) e A tales que,

IXn - Ynl < ~ y

(25)

Ahora, como (x n ) e A y A está acotado, entonces por el corolario 4.5.4,
existen una subsucesión (xnk ) de (xn ) y a E IR tales que

(26)

En consecuencia, como IX nk - Ynk I < :k y por (25) se sigue que,

(27)

Luego, por (25) y (26) la sucesión (xnll Yn2' X n3 ,Yn4' ... ) -+ a y así, es de
Cauchy, entonces por la hipótesis (J(xn¡),f(Yn2),f(xn3 ),f(YnJ ... ) es de
Cauchy en contradicción con (24). Por lo tanto, f es VC en A. •
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5.15. Continuidad y Continuidad Uniforme

Corolario 5.15.1. (Teorema de Heine )
Toda función continua definida en un conjunto compacto A es ue en A.

Prueba: Sea A e ffi un conjunto compacto y f : A -+ ffi una función
continua. Entonces A es cerrado y como f es continua por el teorema 5.5.6,
fes SRe. Además, como A está acotado en ffi por el teorema 5.14.5, se sigue
que f es ve en A. •

N 01<1 5.15.2.

Otra prueba del corolario 5.15.1, se puede dar usando el teorema 5.13.1.

En efecto, Si f no fuera ve en A (compacto) , entonces por el teorema
5.13.1 existirían sucesiones (xn) y (Yn) en A tales que (xn) 11 (Yn), pero

(28)

Ahora, como (x n ) e A y A es compacto, existen (xnk ) subsucesión de (x n ) y
a E ffi tales que

(29)

Por otro lado, (xn) 11 (Yn) implica que,

(30)

En consecuencia, por (28) y (29) se sigue que

(31)

Así, por (28), (30) Y la continuidad de f en A, se sigue que

(32)

Por lo tanto, de (31) obtenemos que If(xnk ) - f(Ynk)1 -+ O, pero esto con­
tradice (27) y así, f es ve en A.
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5.16. Ejercicios

Continuidad y Continuidad Uniforme

1. Probar sin usar directamente la condición de conexidad del intervalo
[a, b]:
Si f es continua en [a,b] y f(a) < O < f(b) entonces existe x E [a,b]
tal que f(x) = O.

2. Si f es continua en a entonces existe un 15 > O tal que f está acotada
en (a - 15, a + 15).

3. Sin usar directamente la condición de compacidad del intervalo [a, b]
demuestre:
Si f es continua en [a, b] entonces f está acotada superiormente en
[a, b].

4. Sin usar directamente la compacidad del intervalo [a, b] demuestre:
Si f es continua en [a, b], entonces f alcanza su valor máximo en [a, b].

5. Sea f continua en [a,b] y f(x) E <Q para todo x E [a,b]. ¿Qué puede
decirse acerca de f?

6. ¿Cuántas funciones continuas f existen satisfaciendo que [f(x)]2 = x2

para todo x E D(f)?

7. Supóngase que f y g son funciones continuas en [a,b] y que f(a) < g(a)
pero f(b) > g(b). Pruebe que f(x) = g(x) para algún x E [a,b].

8. Sea f : [0,1] -----+ [0,1]' continua. Pruebe que f( x) = x para algún
x E [0,1].

9. Supóngase que f satisface la conclusión del teorema de los valores in­
termedios y que f toma sólo una vez cada uno de los valores. Pruebe
que .f es continua.

10. Supóngase que f satisface f( x + y) = f( x) + f(y) y que f es continua
en x = O. Pruebe que f es continua en todo punto de su dominio.

11. Pruebe: (a) f continua en a implica que Ifl es continua en a.
(b) Toda f continua puede escribirse de la forma f = 9 + h, 9 par y
continua y h impar y continua.
(c) Toda f continua puede escribirse de la forma f = 9 - h, g, h no
negativas y continuas.
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12. (a) Pruebe que si f es continua en L y que lím g(x) = L, entonces
x-+a+

lím f[g(x)] = f(L).
x-+a+

(b) Ver que la condición de continuidad es esencial en (a).

13. (a) Probar que si f es continua en [a, b], entonces existe una función g
continua en IR que satisface que g(x) = f(x) para todo x E [a,b].
(b) Véase que (a) puede ser falsa si se considera f continua en (a, b).

14. Demuestre que la restricción de toda función continua es continua.

15. Sean f,g: X e IR -+ Y e IR, continuas en a. Si f(a) =1- g(a), pruebe
que existe un entorno abierto B de centro en a tal que f(B) ng(B) = 0.
En particular si x E B entonces f(x) =1- g(x).

16. Sean 1, J intervalos en IR y f : 1 -+ J una biyección creciente. De­
muestre que f (yen consecuencia f-1) es continua.

17. Sea X = A U B. Sea f: X e IR -+ Y e IR una función. Probar que
si flA y flB son continuas, entonces f es continua en A n B.

18. Sea f(x) = x 2
, X E [-1,0] U (1,00) = M. Considere f: M -+ [0,00).

¿Son f y f-1 funciones continuas?

19. Demuestre que si f y 9 son homeomorfismos, entonces f o 9 es un
homeomorfismo.

20. Sean X = [O, 1]U{2,3} y y = [5,6]U{4, 7}. Defina un homeomorfismo
entre X y Y.

21. Demuestre que todo intervalo (a, b) es homeomorfo a IR.

22. Una función f : 1 e IR -+ definida en un intervalo 1, se llama convexa
en 1 si para cada par x,y E 1 y cada par a,{3 E IR con a + {3 = 1 se
verifica que,

f(ax +{3y) :s; af(x) + {3f(y)·

a) Probar que si f es convexa en 1, entonces

f(b) - f(a) f(c) - f(a) f(c) - f(b)---'--'---'--'- < < ,
b-a - e-a - e-b
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siempre que a,b,c E l Y a < b < c.

b) Probar que f es convexa en l si y sólo si

1 a f( a)
1 b f(b) ~ 0,
1 c f(e)

siempre que a,b,e E l con a < b < e.

c) Probar que si f es convexa en 1, entonces f es continua en l.
Además, Si a, b, e E 1 con a < b < e y

1 a fea)
1 b f(b) ~ 0,
1 e f(e)

entonces f es continua en l.

23. Sean 1 e ffi un intervalo y f una función continua en l tal que existen
y son finitos los límites laterales en los extremos de l. Probar que f es
ue en l.

24. Probar que si f : A e IR -+ IR es una función ue en A y A está aco­
tado, entonces f está acotada. Es decir, si f no está acotada cuando A
está acotado, entonces f no es Ue en A.

25. Sea f : A e ffi -+ ffi una función. Si A es abierto, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua en A.

b) Para cada abierto G de IR se tiene que f-1 (G) es abierto.

c) Para cada intervalo abierto y acotado 1 en IR se tiene que f-1 (I)
es abierto.

26. Sea f : A e IR -+ IR una función. Si F es cerrado, entonces las si­
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua en A.

b) Para cada cerrado H de IR se tiene que f-1 (H) es cerrado.

c) Para cada subconjunto H de A se tiene que f( H) e f( H) es
abierto.
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5.17. Algunas Sugerencias para la solución de
los ejercicios

1. Defina A = {x: a::; x::; b, Y f(t) < O Vi E [a, x]}. Si a = supA, ve­
rifique que, f(a) = O.

2. Aplique la definición de continuidad de f en x = a para é = 1.

3. Defina
A = {x: a::; x::; by f acotada en[a,b]}.

Verifique que a = sup A = b, esto probaría que f está acotada supe­
riormente en [a, x] ...

4. Para verificar que a = sup f([a, b]) = f(y) para algún y E [a, b], defina
g(x) = a- }(x)' x E [a, b] y pruebe que g no está acotada superiormente
en [a, b] ...

5. Aplique el teorema de Bolzano.

6. Una función f es evidente.

7. Defina una función h : [a, b] -+ R utilizando las funciones f y g. Luego,
aplique el teorema de Bolzano.

8. Proceda de manera similar al ejercicio 7.

9. Aplique el método de reducción al absurdo.

10. Demuestre que f(O) = OY que f(x) - f(xo) = f(x - xo).

11. (a) Recuerde que Ilxl-lyll ::; Ix - yl para todo x, y E R.

(b) Use una adecuada combinación de la función f.

12. (a) Use adecuadamente las hipótesis.

(b) Dar un ejemplo de una función f no continua para la cual lím f[g( x)] -=1
x--+a+

f(L).
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13. (a) Existe una 9 clara de elegir.

(b) Tómese f(x) = x~a'

14. Utilice una adecuada manipulación de la definición de continuidad.

15. Suponga que f( a) > g(a) y aplique la condición de continuidad para
é - f(a)-g(a)

- 3

16. Un dibujo será de gran ayuda.

17. Aplique la definición.

18. Un dibujo será de gran ayuda (ver el ejemplo 5.11.3(1)).

19. Esto debe ser evidente de la definición de homeomorfismo.

20. Proceder como en el ejemplo 5.11.3(1).

21. Utilizar el ejemplo 5.11.3(2) y el ejercicio 20.

22. (a) Nótese que

e-b b-a e-b b-a
b = --a + --e y -- + -- = 1.

e-a e-a e-a e-a

(b) (~) Use las relaciones dadas en la ayuda para la prueba de (a).

({:::) En este sentido no debería haber problemas.

(c) Sean a E l y t/J : l\ {a} -+ IR dada por t/J(x) = f(x2=~(a). Pruebe
que t/J es creciente y utilice el teorema 4.13.3.

23. Sean a, b E IR con a < b los extremos del intervalo l. DefÍnase L =
lím f (x) y M = lím f (x). Ahora, encuentre a y (3 en l tales que
x~a+ x~b-

L < a < (3 < M y recuerde que f es ue en [a, (3].

24. Nótese que, A e UxEA(X - ó, x + ó). Además, A es compacto.

25. (a ~ b) Pruebe que f-l(A) e (f-l(A))o. Sea a E f-l(V) arbitrario,
como V es abierto y f es continua en el abierto G, ...
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(b:::} c) Esto es inmediato de la hipótesis b.

195

(c:::} a) Sean a E G y é > Oarbitrarios. Considere f-l ((f(a) -é, f( a) +
é)) y use la hipótesis (c).

26. (a:::} b) Aplique la caracterización de clausura por sucesiones.

(b:::} c) Nótese que, He f-l[f(H)] e f-l f[f(H)].

(e :::}) Aplique el método de reducción al absurdo.

5.18. Ejercicios Varios

1. Dada una función f: IR --+ IR continua. Argumente si son ciertas o
falsas los siguientes enunciados:

1.1.- f([a, b]) es un conjunto compacto.

1.2.- f([a, b)) es conexo.

1.3.- f-l({O}) es cerrado.

1.4.- f-l(IR) Y f-l(0) son simultáneamente abiertos y cerrados.

1.5.- f((a, b)) es abierto.

2. Demuestre que la función f: [0,1] --+ IR dada por

f(x) = sen(arctaneX
),

es acotada y su rango es un intervalo.

3. Sean f,9: X e IR --+ IR uniformemente continuas. Pruebe que:

3.1.- f + 9 es uniformemente continua.

3.2.- Si f y 9 son acotadas, entonces f9 es uniformemente continua.

4. Sea f : [a, b] --+ IR una función que verifica la propiedad del valor
intermedio en [a, b]. Si f es monótona, entonces f es continua en [a, b].
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5. Sea f : IR -1- IR la función dada por

f(x) = x + O, 001[xJ

donde [xJ es la parte entera del número x. Comprobar que para cada
E > 0,001 se puede hallar un 6=6(w,E)3 tal que If(x) - f(w)1 < E si
Ix - wl < 6, mientras para O< E ~ 0,001 no se puede hacer esto para
todo los valores de x. ¿En qué puntos deja de ser continua la función?

6. Supongamos que para cada 6 > O, existe E = E(6, a), tal que se verifica
la desigualdad If(x) - f(a)1 < Esiempre que Ix - al < 6. ¿Se deduce de
aquí que la función f es continua en a ¿Qué propiedad de la función
f se describe por las desigualdades dadas?

7. Supongamos que para cada E> O, existe 6 = 6(E,a), tal que si If(x)­
f(a)1 < E, entonces Ix - al < 6. ¿Se deduce de aquí que la función f
es continua en a ¿Qué propiedad de la función f se describe por las
desigualdades dadas?

8. Demuestre que el polinomio P(x) = 1 + 3x + x2 + x5 tiene al menos
una raíz real.

9. Sea f(x) = tanx . A pesar de ser f(¡) = 1 Y f(3¡) = -1, no existe
ningún punto x en el intervalo [¡,3¡] tal que f(x) = O. Explicar por
qué no hay contradicción con el teorema de Bolzano.

3Esta notación indica que el Ó depende de € y de w.




