“La idea central del Cdlculo diferencial es la nocion
de derivada. Igual que la integral, la derivada fue
originada por un problema de Geometria: el problema
de hallar la tangente en un punto a una curva. Sin
embargo, a diferencia de la integral, la derivada
aparece muy tarde en la historia de la Matemdltica.
FEste concepto no se formulé hasta el siglo XVII,
cuando el matemdtico francés Pierre de Fermat,
tralo de determinar los mdzimos y minimos de ciertas
funciones”. Tom Apostol

OBJETIVOS (Capitulo 6)

» Adquirir, interpretar y relacionar los con-
ceptos basicos sobre diferenciabilidad.

= Estudiar, interpretar y asociar los teoremas
principales sobre funciones derivables.

= Aplicar los teoremas de Rolle, Lagrange,
Darboux y L’Hépital en la solucién de pro-
blemas.



Capitulo 6

Derivadas de las funciones
reales

Gran parte de los logros tecnolégicos y sin exagerar la casi totalidad de las
aplicaciones de las Leyes Fisicas de la naturaleza reposan en ultima instancia
en un acontecimiento impensado, por lo poco conocido y que se dié a finales
del siglo XVII. Este acontecimiento es el Calculo Infinitesimal, suma del
Calculo Diferencial y el Calculo Integral.

Son Isaac Newton (1643-1727) y  Gottfriend Wilhelm Leibniz
(1646-1716), en trabajos independientes a quienes pueden atribuirsele la
definicién de derivada. Se cuenta que Leibniz publico primero, los mismos
resultados que Newton descubriera 10 anos antes. La historia, no obstante
ha sido mas generosa con Leibniz que con Newton y esto lo decimos por la
notacion:

La notacion de Newton era poco sugestiva, lo que nosotros llamamos f(x),
o y éllollamaba “cantidades fluentes”, y la derivada de f en x él la llamaba
“Aluxién”. Ademas escribia y en lugar de y’. Cierto es que Leibniz escribia
%, para indicar la derivada de y con respecto a la variable x, esta notacion
es la que se usa actualmente.

Después importantes matemdticos como Taylor (1685-1731), Wallis
(1616-1703) y los Bernoulli (Daniel (1700-1782), Jacob (1654-
1705), Johann (1667-1705), y Nicolas (1695-1726)) entre otros, pre-
sentan multitud de ideas en el campo de la aplicacién de las derivadas, tales
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como las Ecuaciones Diferenciales, el Calculo de Variaciones, etc.

Pero el punto crucial de nuestra historia se ubica a mediados del siglo XIX,
con los formidables Matematicos Agustin Louis Cauchy (1789-1857)
Y Karl Weiestrass (1815-1897), quienes mas hicieron para depurar el
Célculo Diferencial, sometiéndolo a una completa y continua revision y es-
crito en lenguaje riguroso y moderno.

En el Andlisis Clasico se encontraban algunos errores, uno de los mas célebres
era el de que toda funcién continua tenia derivada, esto respondia a la idea
intuitiva de que toda curva dibujada en un papel, sin levantar el lapiz debia
poseer necesariamente tangentes en todos los puntos. El propio Weierstrass
sorprendié al mundo matematico cuando dié un ejemplo de una curva con-
tinua en todo su dominio sin tangente en ningin punto de su dominio.

En la actualidad, el Calculo Diferencial representa una herramienta de tra-
bajo cientifico primordial para Ingenieros, Fisicos, Quimicos, Economistas y
por supuesto los Matematicos.

La motivacion del concepto de derivada a través de los problemas fisicos como
el de la velocidad que cambia en cada instante, la aceleracion del movimiento
variado, la intensidad de la corriente alterna, etc y los problemas geométricos
como el de hallar rectas tangentes a curvas, nos muestran que los conceptos
maternaticos como el de la derivada no estan al margen de la vida, sino que
son el reflejo matemadtico de fenémenos que ocurren en la naturaleza.

Asi estos conceptos se desarrollaron histéricamente a partir de aquellos pro-
blemas que la vida diaria generaba, unos de orden mecénico y otros de orden
geométrico. Por lo tanto, podemos concluir una vez mas que la matematica
no es una ciencia acabada e invariante.

Este capitulo esta dedicado al estudio detallado de los conceptos y resul-
tados fundamentales del Calculo Diferencial. Uno de estos resultados es el
famoso teorema del Valor Medio frecuentemente atribuido a Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) sobre todo en la literatura Europea. No obstante el
primer enunciado de este teorema aparecio en un trabajo de André-Marie
Ampere (1775-1837) donde asumia que la derivada era continua. Quince
anos mas tarde Cauchy probo el resultado como aparece actualmente.
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6.1.

6.1.1. N = {7 V. Jadertvada de [ cnoa
denatada por ["(a) ~c define como

' . i)
1 - LR R A f es derivable enx = a
g oSiy | Copura cao ) Yoo Vise o0 que f es derivable on 4.
y r
f(a+h) __________________ r
fa)l --- - ,
a a+h V.\.

Uigura 6.1: Definicion de Derivada

Nota 6.1.2.

[. S} hacemos © = a + h. entonces cuando v = 0. £ = a. Luego, podemos
escribir (1) como

: - flry— fia
fla)= Il!ll'—f'—--‘__"—l'—". (2)

2. Si f es derivable en A, entonces oblenewmos una nueva [uncion g -
A A" = IR dada por g(r) = f'(r). llamada funcién derivada de f.
Si g es continua en A se dice que [ es de clase ().

3. Otras notaciones para la derivada de f en ¢ son
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&(a), Di(a), Ty -

Cuando @ € AN A, entonces si existe

lim {eth=f) _ i S=)=f(e) (3)
h z—a
h—0t r—yat

lo escribimos como f! (@), andlogamente, cuando a € AN A, entonces
sl existe

lim Leth=fe) _ iy f@)=S(a) (4)
h—0— h ge- TTC

lo escribimos como f’ (a). A fi(a) y fi(a) seles llama derivadas
laterales de f en a.
Claramente, f es derivable en a si y sélo si existen fi(a) y f'(a). En

este caso, f)(a) = f.(a) = f'(a).

Si f: A — IR tiene derivada en a € AN A, entonces dado B C A, tal
que a € BN B’ la funcién g = fip es derivable en a y ¢'(a) = f'(a).
(Verificarlo)

Si B = INA, I un intervalo abierto tal que ¢ € I, entonces la existencia
de ¢'(a) implica la existencia de f'(a), g = f|g. (Verificarlo)

Sih # 0, entonces los dos puntos (a, f(a)) y (a+h, f(a+h)) determinan
como en la figura 6.1, una recta cuya pendiente es

fla+h) = f(a)
; :

La recta tangente a la grafica de f en (a, f(a)) se define como la recta
que pasa por los puntos (a, f(a)) y cuya pendiente es

hfm f!a.+h!—f!a!

h—0 h ’

siempre que este limite exista.
6.1.3.

Sea f: IR — IR la funcién constante dada por f(z) = ¢ (¢ € R fijo),
entonces f’'(a) = 0 para todo a € IR.
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En efecto, se @ € IR arbitrario, obsérvese que

r—a TT0 r—a T2 r—a

lim {2200 — Jim 920 — Ji;m 0 = lim 0 =0 (5)

r—a T

en consecuencia, f'(a) = 0 para todo a € IR.

2. Lafuncién f : R — IR dada por f(z) = z es derivableen IR,y f'(a) =1
para todo a € R.

En efecto, sea @ € IR arbitrario, nétese que

lim £&=) = iy 2=e _ 1im [ = 1.
z—a r—a z—a TT¢ z—a

Luego, f'(a) = 1 para todo a € RR.

3. Sea f: R — IR, la funcién valor absoluto, dada por f(z) = |z|, en-
tonces f no es derivable en x = 0.

En efecto, obsérvese que,

flz) - f(0) =
-0 oz L (6)
siempre que z > 0y
f(z) — f(0) —z
-0 oz -1 (7)

siempre que x < 0. Luego, por (6) y (7), f1(0) =1%# —1 = f'(0).
Por lo tanto, f no es derivable en z = 0.

4. La funcién f: IR — IR dada por

z?sen(z) si z#0

flz) = { 0 st x=10
es derivableen 2 =0y f'(0) = 0.

En efecto, para cada z # 0 se verifica que

f@)— f0) _ fle) _a?sen(y) (1) |

(8)

z—0 T z

Ahora, como afz) = sen(1) estd acotada y B(z) =z — 0 (z — 0),
entonces de (8) y el corolario 4.11.2(2(d)) se sigue que, f'(0) = 0.
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5. La funcién f : IR — IR dada por

R G

es continua en 0 pero no es derivable en 0.

En efecto, por el argumento dado en el ejemplo 6.1.3(4) se sigue que f
es continua en 0. Por otro lado, para todo x # 0 se tiene que

f(2) = f(0) _ f(z) _@sen(3) _ (1) ,

X

(9)

z—0 T T

Como 11'1% sen(1) no existe (ver ejemplo 4.11.4(1)), entonces de (9) se
r—r

sigue que f no es derivable en 0.

6.2. La Diferencial

Teorema 6.2.1. Seana € ANA" y f: A— IR una funcion. f es derivable
en a st y solo st existe una funcion lineal T : IR — R dada por Tx = Az para
alguin A € R tal que

h—0

lim | Hethlsfel=Th) — g, (10)

Prueba: (=) Supongamos que f es derivable en = a, entonces

lim
h—0

Asi, basta tomar T': R — IR dada por Tz = f'(a)z.

f§a+hh!—f!a! _ f'(a) — lim f(a+h)—f}$g)~—hf'(a) = 0.

h—0

(<) Supongamos que existe una funcién lineal T : IR — IR dada por
Tz = Az para algin A € IR que satisface (10). Luego,

lim [Heth)=I(e) _§| — .

h—0

En consecuencia,
Jim Zlett)=I(e) — )

h—0 h

Asi, f es derivableen a y f'(a) = A. |
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Nota 6.2.2.

Sea f:A —= IR es derivableen a € AN A, ala funcién lineal
T : R - R dada por Tz = f'(a)z, se llama diferencial de f en a.
Nétese que, Th = f'(a)h es una aproximacién a f(a + k) — f(a) para h
suficientemente pequeiio.

6.2.3.

Dada la funcién f : IR — IR por f(z) = 2z, veamos que f es derivable en
cada a € IR y hallemos la diferencial de f en a.

Sea a € IR arbitrario y A # 0, nétese que,
f(a—l—h)—f(a)—)\h’ 2(a+h)—2a—/\h‘

= |2 - ’\la(ll)

h h h

=

Luego, si A = 2, (11) tiende a 0 cuando h tiende a 0. En consecuencia,
podemos tomar T : IR — IR dada por Tz = 2z y por el teorema 6.2.1, f es
derivable en a y la diferencial de f en a es Ta = 2z. Ademas, f'(a) = 2 para
todo a € R.

6.3. Diferenciabilidad y Continuidad

Teorema 6.3.1. Sean f : A - IR ya € AN A" Si existen fi(a) y f (a)
(pueden no ser iguales) entonces f es continua en a.

Prueba: Como para todo z # a se verifica que

Entonces por la hipétesis

lim [f(z) — f(a)] = @Lﬁ%ﬂ lim (z —a) = f1(a)0 = 0. (12)

z—rat z—at

Analogamente, concluimos que

lim [f(2) - f(a)] = 0. (13)

r—a=
En consecuencia, de (12) y (13) se sigue que, limf(z) = f(a)y asi, f es
r—ra

continua en a. i
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Nota 6.3.2.

1. Claramente del teorema 6.3.1, se sigue que si f es derivable en a. en-
tonces f es continua en a. Por el ejemplo 6.1.3(3), el reciproco del
resultado anterior no es cierto.

2. Una funcién f puede se derivable en a sin que |f| sea derivable en
a como lo muestra el ejemplo 6.1.3(3), pero agregando una condicién
adicional obtenemos el siguiente

Teorema 6.3.3. Sean f: ICIR — R ya €1, I un intervalo abierto. Si f
es derwable en a y f(a) # 0, entonces |f| es derivable en a.

Prueba: Como f es derivable en @ entonces f es continua en a y por ser

f(a) # 0, existe § > 0 tal que

flz) #0, (14)

para todo = € (a — §,a + 8) N I. (Ver teorema 5.6.1)

Si f(a) > 0, entonces por el ejemplo 5.8.5(4), f(z) > 0 para todo
z € (a—6,a+d6)NI. Luego, |f| = fen (a—4d,a+ )N Iy por la hipitesis
f es derivable en a.

Si f(a) < 0, entonces por el ejemplo 5.8.5(4), f(z) < 0 para todo
z € (a—6b,a+d)NI. Luego, |f|=—fen (a—4d,a+d)N 1y por la hipétesis
—f es derivable en a y por lo tanto f es derivable en a. [ |

6.3.4.
Sea f: IR — IR, dada por

1 si z2>0

f(x):{ —1 si 2<0

Claramente, f no es derivable en 0 (ni siquiera es continua en z = 0). Por
otro lado, |f| : R — IR viene dada por |f|(z) = 1, para todo z € R, la cual
es derivable en IR. Este ejemplo muestra que |f| puede ser derivable en a sin
que f sea derivable en a.

En el ejercicio 2 se daran condiciones suficientes para que |f| derivable im-
plique f derivable.
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6.4.

Algebra de Derivadas

Teorema 6.4.1. (Operaciones con derivadas)
Sean f,q: A — IR funciones derivables en a € ANA'. Entonces las funciones
f+g foguy ﬁ (g(a) # 0) son derivables en a y

L (f+9)V(a)=fl(a)+d(a).
2. (fg9)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).
3. (£)(a) = L@ - (g(0) # 0)
Prueba:
1. Nétese que, para todo z # a se verifica que,
(f+9)(=) —(f+9)a) _ fla)+g(z)— f(a) — g(a)
o _ @@, s e
r—a z—a
En consecuencia, como f y g son derivables en a se sigue de (15) que,
f + g es derivable en a y asi, 1 es cierto.
2. Para todo z # a se tiene que
(f9)(@) = (fa)(a) _ [(2)g(z) — f(a)g(a)
o _ [()g(e) — F()gla) + F(@)ola) — fla)gle)
= o@D D9 g
Como f y g son derivables en a y f es continua en a, entonces por (16),
fg es derivable en a y asi, 2 es cierto.
3. Obsérvese que, para z # a se sigue que,

@) =)@ 35— da

) _g(x—) —g(e) 1
z—a g(z)g(a)
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Luego, como g es derivable en a y g es continua en a con g(a) # 0, de
(17) se sigue que, é es derivable en a y

() - A

Por otro lado, como (ﬁ)(:c) = f(w)g(;x) Entonces de 2 y (18), obte-
nemos 3, para g(a) # 0.

6.5. Regla de la Cadena

Teorema 6.5.1. (Regla de la Cadena)

Sean f: A—- R, g:BCIR—-1R, a€ ANA, be BNB, f(A)C B
y b= f(a). Si f es derivable en a y g es derivable en b, entonces
h=gof:A— IR es derivable en a y

(g0 f)(a) = g'lf(a)lf ().

Prueba: Definamos las funciones a: A - R y f: B — IR mediante

_ {)=1a) z:i’a —f'(a) si z#a
de)*{ 0 sl z=a
Y 9(¥)—a(b)
_ gyy:g _gl<b) Si y;éb
B ={ o vz

Como f y g son derivables en a y b respectivamente, entonces « y 3 son
continuas en a y b respectivamente. Ahora, por la definicién de a y 3 tenemos
que

h(z) —h(a) = g[f(2)] - g[f(a)]
= g(y) — g(b)
= (y=b)By)+d'(b)
= [f(z) = f(a)][B(y) + ¢'(b)]
= (z = a)az) + f'(a)][B(y) + ¢'()]. (19)
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Luego, para = # a por (19) obtenemos que

h(z) — h(a , ,

M =MD _ aga) + f(a)lB(w) + 9 0)) (20)
Por otro lado, si £ — a, por la continuidad de oy f en a y B en b se tiene
que

afz) »a(a) =0 y y=f(z) > b= fla) (= Bly) > B(b)=0). (21)
En consecuencia, de (20) (21) se sigue que, h es derivable en a y que

h'(a) = g'[f(a)]f'(a). N

Corolario 6.5.2. Sea f : A— B C IR una biyeccion con inversa g = f~:
B — A. Si f es dertvable ena € ANA' y g es continua en b = f(a), entonces
g es derivable en b si y solo si f'(a) # 0. Ademds, ¢'(b) = ﬁ

Prueba: (=) Supongamos que g es derivable en b. Veamos que f'(a) # 0.
Sea (z,) C A\{a} tal que (z,) — a. Entonces por la continuidad de f en a
(f es derivable en a) se tiene que (f(z,)) — f(a) = by por la inyectividad
de f se sigue que (f(z,)) C B\{b}. En consecuencia, por el teorema 4.7.1(1)
be BN B

Por otro lado, como (g o f)(z) = z, entonces por la regla de la cadena
gf(a)lf"(a) = ¢'(6)f'(a) = 1.
Por lo cual, f'(a) # 0.

(<) Supongamos que f'(a) # 0 y probemos que g es derivable en b.
Para todo z # a tenemos que

9(y) —g(d) _ [y)-f(b)
s

y—b y
S (@) = £ f(a)]
f(z) - f(a)
~ fle) - f(a)
1
= f—[x H :a} . (22)

Ahora, si y — b, entonces por la continuidad de g en b se sigue que,

glf(z)] = g(b), es decir, z — a y por (22) g es derivable en by ¢'(b) = ﬁ
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6.5.3.

Sea f:IR — IR una funcién derivable y consideremos las funciones

g,h : R — IR dadas por g(z) = f[f(f(z))] v h(z) = 2[f(z)]? para todo
z € R. Entonces,

g(e) = f@)ff@NFf(f(=z)]y W(z)=4f(z)f ().

6.6. Derivadas Laterales y Monotonia

Teorema 6.6.1. Sean f: A — IR una funcion y a € AN Al (respectiva-
mente, a € AN A”_). Si fi(a) > 0 (respectivamente, f'(a) > 0), entonces
existe & > 0 tal que f(a) < f(z) (respectivamente, f(x) < f(a))}, para todo
z € (a,a+ 8)N A (respectivamente, para todo z € (a —d,a)N A).

Prueba: Por la hipétesis, hh'm+iﬁz)%ﬂ = fi(a) > 0. Entonces por el teorema
-0
4.11.5, existe § > 0 tal que
f(z) - f(a)

r—a

> 0, (23)

para todo = € (a,a + é) N A. En consecuencia, para z > a se sigue de (23)
que f(z) > f(a) para todo z € (a,a + §).
El caso f} (a) < 0, se resuelve de manera similar. l

Nota 6.6.2.
El teorema 6.6.1 tiene su dual para f’ (a).

Corolario 6.6.3. Sea f : A — R mondtona no decreciente. Si f' (a) y f' (a)
existen, entonces fi(a) >0 y f (a) > 0.

Prueba: Supongamos que f(a) existe y que f}(a) < 0. Entonces por el
teorema 6.6.1, existe § > 0 tal que f(z) < f(a) paratodo z € (a—é,a+d6)NA.
En consecuencia, ¢ < z y f(z) < f(a), en contradicciéon con la hipétesis. Asi,
fi(a) 2 0.

De manera similar se prueba el caso en que exista f’ (a). [ |

Corolario 6.6.4. Sea a € ANA'. Si f: A > R es derivable en a con
f'(a) > 0, entonces existe § > 0 tal que, 2,y € Aya—d<zr<a<y<a+td

implica f(z) < f(a) < f(y).



6.7 EXTREMOS LOCALES Y ABSOLUTOS 209

Prueba: Como a € AN A’, entoncesa € ANA, ya€ AN AL.
Por otro lado, como f’(a) > 0, entonces fi(a) > 0. Luego, por el teorema
6.6.1, existen &; > 0 y 2 > 0 tales que

fla) < fly) vy flz) < fla),

para todo y € (a,a+6;)N A y para todo z € (a—§2,a)N A. En consecuencia,
para § = min{d;,d,} se tiene que

[t,y€ A y a—d<z<a<y<a+d = f(z)< fla)< fly)

Noti 6.6.5.

1. El corolario 6.6.3 tiene su versién dual cuando f es no creciente. (Enun-
ciarlo y probarlo)

2. FEl corolario 6.6.4 tiene su versién dual cuando f’(a) < 0. (Enunciarlo
y probarlo)

El estudio sobre el comportamiento de una funcién, asi, como muchos pro-
blemas que se nos presentan en la vida real son atacados a través del estudio
y localizacién de los maximos y minimos de una funcion.

Pierre de Fermat (1601-1665) fue uno de los primeros investigadores
que utiliz6 las derivadas para la determinacion de los maximos y minimos de
una funcién.

6.7. Extremos Locales y Absolutos

Definicion 6.7.1. Una funcion f: A C IR — R tiene un maximo (respec-
tivamente, minimo) local en a € A si existe § > 0 tal que f(z) < f(a)
(respectivamente, f(a) < f(z)) para todo z € (a—6,a+ )N A.

Si f(z) < f(a) (respectivamente, f(a) < f(x)) para todo z € A, entonces f
tiene maximo (respectivamente, minimo) absoluto en a.

De la definicion se sigue que todo mdrimo (respectivamente, minimo) es
mdzimo (respectivamente, minimo) local. El reciproco no es cierto (dar un
contraejemplo).
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6.7.2.

La funcién f : IR — R, dada por f(z) = |z| tiene minimo absoluto en z = 0,
pues f(0) = 0 < |z| para todo z € TR.

Se puede verificar que una funcién f tiene méaximo absoluto (respectiva-
mente, local) en a si y sélo si —f tiene minimo absoluto (respectivamente,
local) en a.

Corolario 6.7.3. Sea f : A = IR una funcion tal que existe f (a) (respecti-
vamente, f’ (a)) en a € AN A (respectivamente, a € ANA"). Si [ tiene un
mdzimo local en a, entonces fi(a) < 0 (respectivamente, f'(a) > 0). (Ver
Figura 6.2)

Prueba: Supongamos que f}(a) > 0. Entonces por el teorema 6.6.1, existe
81 > 0 tal que f(z) > f(a) para todo z € (a,a + ) N A.

Por otro lado, f tiene un maximo local en a, luego, existe d, > 0 tal que
f(a) > f(z) par todo = € (a — &9,a + &2) N A. Ahora, si § = min{éy, d},
entonces para todo z € (a,a + §) N A se tiene que

f@)> fla) vy flz) < flo),

lo cual es absudo. Asi, f (a) <0.
El caso en que exista f’(a) y f tenga un maximo local en a se resuelve de
manera analoga al caso anterior. [

Nota 6.7.4.

El corolario 6.7.3 tiene su dual cuando f tiene un minimo local en a. (Enun-
ciarlo y probarlo)

Corolario 6.7.5. Sean a € ANA y f : A - IR una funcion derivable
en a. Si f tiene un mdzimo (respectivamente, minimo) local en a, entonces

f'(a) = 0. (Ver Figura 6.2)
Prueba: Por el corolario 6.7.3 se sigue que
fil@)<0 y  fl(a)20. (24)
Ahora, como f es derivable en a, entonces
f'(a) = fia) = fL(a). (25)
En consecuencia, de (24) y (25), se sigue que f'(a) = 0. |
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L.

EXTREMOS LOCALES Y ABSOLUTOS

[

.
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Figura G.2: I%xtrennos de una I eiGn

6.7.6.
La funcién [ : IR — IR dada por f(r) = «” es creciente en IR y ['(2)
no es positiva para todo x € IR. ya que f'(0) = 0. En corolario 6.9.9
encontraremos que si [ es no decreciente, entonces [* > ().

La derivada de una funcion puede ser positiva sin ser f monotona. para
ver esto considere [ A = (0,1)U (2,3) — IR dada por

3r st e (0.1)
f{-‘}:{ t"—[ I £ € |

s1oa € (2.3)

Intonces [ satisface que ['(r) > 0 para todo = € A, pero [ no es
creciente en A (; Por qué?)

El corolario 6.9.8 nos dara condiciones suficientes para que f° > 0
implique f creciente.

Lina funcion [ puede tener un maximo (o minimo ) local en a v esto
no es suficiente para concluir que f'{a) = 0. Por cjemplo, la ancion
/IR = IR dada por f(r) = —|r| tiene un maximo local en = = 0.
pero [ o tiene derivada en 0.

Tambien puede suceder que f tenga un maximo en a pero ['(a) # 0.
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Por ejemplo, la funcién f : [0,1] — IR dada por f(z) = z, satisface que
f'(1)=14#0, pero en z = 1, la funcién f alcanza su valor maximo.

Definiciéon 6.7.7. Un punto a € AN A’ se llama un punto critico de una
funcién f: A — R si f'(a) = 0. (Ver Figura 6.2)

Nota 6.7.8.

Sia€ AN A, N AL es un punto de maximo o minimo local de una funcién
derivable f : A — IR, entonces por el corolario 6.8.5, a es un punto critico
de f. Nétese que, el reciproco es falso como lo muestra el ejemplo 6.8.6(1).

6.8. Teorema de Darboux

El proximo teorema muestra un resultado sorprendente que garantiza que la
funcién derivada f’ de una funcién f satisface la propiedad del valor inter-
medio sin la condicidon de que f’ sea continua, tal teorema se conoce como
teorema de Darboux en honor al matematico G. Darboux (1842-1917).

Teorema 6.8.1. (De Darboux)
Sea f :[a,b] = IR derivable. Si f'(a) < d < f'(b) ( respectivamente,
f'(a) > d > f'(b)), entonces existe zo € (a,b) tal que f'(zo) = d.

Prueba: Definamos la funcién g : [¢,b] — IR mediante g(z) = f(z) — dz.
Claramente, g es derivable en [a,b] y ¢'(z) = f'(z) — d.

Por otro lado, como g es continua en [a,b], por el corolario 5.9.3 de Weier-
strass g alcanza su valor minimo sobre [a, b]. Sea zo € [a, b] el punto donde g
alcanza su valor minimo.

Afirmacién. zo € (a,b).

En efecto, si £o = a, entonces por la hipétesis ¢'(a) < 0. En consecuencia,
por el teorema 6.6.1, existe z > a tal que g(z) < g(a), lo que contradice el
hecho de que de g al alcanza su valor minimo en zg.

Si o = b, entonces por la hipétesis ¢g'(b) > 0. Luego, por el teorema 6.15,
existe z < b tal que g(z) > g(b), lo que contradice el hecho de que g alcanza
su valor minimo en zo. Asi, la afirmacion es cierta.

Ahora, por la afirmacién y el corolario 6.7.5, se sigue que f'(z¢) = d. El caso
f'(a) > d > f'(b) se prueba de manera analoga al caso anterior. |
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Corolario 6.8.2. Sea I un intervalo en R y f : I — R una funcion de-
rivable en I. Entonces la funcidn f' no tiene discontinuidades de primera
especie.

Prueba: Sea a € I arbitrario. Probar que f’ no tiene discontinuidades de
primera especie en a es equivalente a probar que:

lim f'(z) y lim f’(z) existen, entonces f’ es continua en a.

z—at z—a~

Consideremos L = ll'm+f’(x) y probemos L = f’(a).
r—a
Supongamos que L # f'(a). Entonces puede ocurrir:
Caso 1. L > f'(a). Entonces por un argumento de densidad existe d € IR tal
que

flla)<d< L= lim f'(z). (26)

r—at

Ahora, por (26) y el corolario 4.11.6, existe § > 0 tal que
flz)>d (27)

para todo z € (a,a +8) N I. Luego, si z = a + £, entonces por (26) y (27) se
tiene que

flla)<d< f (a + g) . (28)

En consecuencia, por el teorema de Darboux aplicado a ¢ = fl[a at 3] existe
’ 2

zo € (a,a+ &) tal que g'(z0) = f'(z0) = d. Pero esto dltimo contradice a
(27) y asi, L > f’(a) no es posible. '

Caso 2. L < f'(a). Este caso se prueba procediendo de manera similar al
caso anterior.

En consecuencia, f'(a) = L.

Por ultimo, procediendo de manera andloga a la primera parte se puede pro-

bar que L = lim f'(z). Por lo tanto, cuando existen lim f'(z) y lim f'(z)
T—=e~ i . . z—rat e~
entonces f’ es continua en ¢ = a. Asi, f’ no tiene discontinuidades de primera

especie. |
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6.8.3.
La funcién f:[0,2] — IR dada por

I si0<a<l1
f(””)"{o sil<z<2

no puede ser la derivada de ninguna funcién g : A — IR.

En efecto, si existe una funcién ¢ : A - R tal que ¢'(z) = f(z), entonces

h'm+g'(x) =0y lim ¢'(z) =1, es decir ¢’ tiene discontinuidades de primera
z—1 r—1-
especie, en contradiccion con el corolario 6.7.2 Por lo tanto, f no es la de-

rivada de ninguna funcién g.

6.9. Teoremas de Rolle y del Valor Medio

El siguiente teorema conocido como teorema de Rolle, en honor a Michael
Rolle (1652-1719), quien en 1690 lo establecié, nos dice que la funcién
derivada f’ de una funcién continua f que asume los mismos valores en los
extremos de un intervalo, tiene al menos un cero en el interior del intervalo.
Y desde el punto de vista geométrico el teorema de Rolle puede interpretarse
como: El grdfico de una funcion continua en un intervalo y derivable en el
interior del intervalo, con valores coincidentes en los extremos del intervalo
tiene una tangente horizontal en algun punto en el interior del intervalo. (Ver

Figura 6.3)

Teorema 6.9.1. (De Rolle)
Sea f :[a,b] > R una funcion continua en [a,b]. Si f es derivable en (a,b)
y f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Prueba: Como f es continua en [a,b], entonces por el corolario 5.9.3 de
Weierstrass existen

m =min{f(z): z € [a,b]} y M =max{f(z): = € [a,b]}
Ahora, por la hipétesis si m = f(a)y M = f(b)) (o M = f(a) y

m = f(b)), entonces m = M y asi, f serfa una funcién constante en [a, b].
Luego, cualquier ¢ € (a,b) satisface que f’(¢) = 0y por lo tanto, el resultado
serla cierto.

Por otro lado, si f alcaza su valor maximo o minimo en algin ¢ € (a,b),
entonces por el corolario 6.8.5, f'(¢) = 0. Asi, el teorema queda probado. W
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4

Figura 6.3: Interpretacion geometrica del teorema de Rolle

6.9.2.

Scau f. g dos funciones derivables en ¢l intervalo (a.b) tal que f'g — f¢" # U
en (¢, by Entonces entre dos ceros de [ se encuentra uno de g.

Ion efecto, razonando por rveduccion al absurdo, supongamos que existen
oy € (abycon o <yy f(x) = f(y) =0 pero y(/) # 0 para todo ! € [yl
Como la funcién * satisface las condiciones del teorema de Rolle (verificarlas)
en |yl <‘nl()n(:(_‘; exisie ¢ € {a, y) tal que (f)'((’) = 0. Fs decir.
Selale) = fle)g'le)

lg(c))?

i consecuencia. f'(c)gle) — [(e)g'(¢) = 0. en contradiccion con la hipitesis,

= (.

Ast. ol resultado es cierto.

[Tho de los resultados mas importantes y de mavor importancia del Analisis
Malematico es el Teorema del Valor Medio establecido por J.L Lagrange
(1736-1813).

6.9.3. (Del Valor Medio )(TVM)
Sea [ [a.b] = R une funcion conlinua en {a.b]. ST [ s derivable en (a.by.

enlonces crisle ¢ € (a.b) tal que f'{c) = ==
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Prueba: Consideremos la funcion ¢ @ [a, b — I dada por

B fib) = fla),

glr) = flr) ——(r —a)~ fla).

(laramente. por las hipotesis g es continua en |a.b] v derivable en (a. bl
Ademis. gla) = g(b) = 0. Fu consccuencia. g salisface las condiciones del
tearema de Rolle v por lo tanto, existe ¢ € {a,b) tal que ¢'{c} = 0. Es decir.

f(b) — [la)

_{'((-} _Jur=Jwal
h—un
Asi. fie) = L0, 0
_)‘ A
f
(el (0. (b)
Q
f-
(a.f(a))V |
o |
4 c b ;x

Figura G Interpretacidon geométrica del teoreina del valor medio

Not a ('Jg-’l

I. Una avuda para definir la funcion g. en la prueba del TV se puede
hallar considerando la funcién ¢ como la “distancia”entre la funcion f
v la funeion que define la recta secante que pasa por los puntos (a. f(a))

Vb J(B)).

2. Elteorema del valor medio tiene la signiente interpretacion geomeétrica:
PPara una funcion conlinua [ definida en un intervalo [a.b) y derivable
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en (a,b) existe un punto ¢ € (a,b) donde la pendiente de la recta tan-
gente la la curva (z, f(z)) en el punto (¢, f(c)) es paralela a la recta
que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, (b)) cuya pendiente es ﬂ%:uiﬂ

(Ver Figura 6.4)

3. Obsérvese que, si consideramos f(a) = f(b) en el teorema del valor
medio obtenemos que existe ¢ € (a,b) tal que f'(c¢) = 0 y este es el
teorema de Rolle. Asi, el teorema del valor medio puede considerarse
como una extension del teorema de Rolle.

6.9.5.

Usemos el teorema del valor medio para verificar que lim Z- = 0.
z+o00 €

En efecto, asumiendo que la funcién f : R — IR dada por f(z) = €” es
derivable en IR y que f’(z) = €® para cada z € IR. Entonces f satisface las
condiciones del teorema del valor medio en [0,z], z > 0. En consecuencia,
existe ¢ € (0,z) tal que f'(c) = e = G—II_—I Asi, e =14+ ze®y como ¢ >0
se sigue que € > 1 4 z para todo ¢ > 0. Por lo tanto, para todo n € IN se
tiene que

=z _ X i
entl > 14 > .
n+41 n+1
Luego,
z" A
0< —<— (29)
e T

donde A = (n + 1)**!. Ahora, si £ — +00, entonces por (29} y el corolario

4.5.5(2) se sigue que lfim & = 0.
r—++00

eI

Nota 6.9.6.

No siempre ocurre que si una funciéon f tiene derivada nula en cada punto
de su dominio, entonces f es una funcién constante en su dominio. Para ver
esto, considérese la funcién f: A = (0,1) U(2,3) —» IR dada por

1 st z€(0,1)
f($)"-{ 2 si z€(2,3)
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Claramente, f'(z) = 0 para todo € A, pero f no es una funcién constante

en A.

El siguiente corolario nos da condiciones suficientes para concluir que si una
funcién f tiene derivada nula entonces f es una funcién constante.

Corolario 6.9.7. Sean [ un intervalo y f: [ — IR, una funcién derivable
en I, tal que f'(x) =0 para cada x € I. Entonces f es constante en I.

Prueba: Sean a,b € I (a < b) arbitrarios, para ver que f es constante en |
probemos que f(a) = f(b).

Como f es derivable en I, f satisface las condiciones del teorema del valor
medio en [a,b]. En consecuencia, existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = &%ﬂ,
pero por hipétesis f'(c) = 0. Asi, f(a) = f(b).

Corolario 6.9.8. Sean I un intervalo y f,g : [ — IR funciones derivables
en I tales que f'(x) = ¢'(z) = 0 para todo z € I. Entonces existe ¢ € IR tal
que (f —g)(z) = c.

Prueba: Por hipétesis la funcién o = f —g : I — IR satisface las condiciones

del corolario 6.9.7, entonces h es constante en I. Es decir, existe ¢ € R tal
que h(z) = (f — g)(z) = ¢ para todo = € I. |

Corolario 6.9.9. Sean [ un intervalo y f : [ — IR, una funcién derivable
en I.

1. Si f'(z) > 0 para todo = € I, entonces f es creciente en I.
2. Si f'(z) <0 para todo x € I, entonces f es decreciente en I.

Prueba: Sean z,y € [ arbitrarios con z < y, probemos que f(z) > f(y).
Como f es derivable en I, entonces f satisface las condiciones del teorema
del valor medio en [z,y]. En consecuencia, existe ¢ € (z,y) tal que

f'(c) = M (30)
y—<c
Ahora, como f'(¢) > 0, entonces por (30), f(y) > f(z). Por lo tanto, f es

creciente en [ y asi, 1 es cierto.

Para probar 2, considere — f’ la cual es positiva y aplique 1. |
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Corolario 6.9.10. Sean I un intervalo y f : I - IR, una funcion derivable
en [

1. f es no decreciente en I < f'>0 en I. (Ver Figura 6.2)

2. f es no creciente en [ & ' <0 en I. (Ver Figura 6.2)

Prueba: (=) Supongamos que f es no decreciente en I, razonando por re-
duccién al absurdo, supongamos que existe ¢ € I tal que f’(c) < 0. Entonces
por el teorema 6.6.1, existe z > ¢ tal que f(z) < f(c) lo que contradice el
hecho de que f es no decreciente en I y asi, f' > 0en [.

(<) Supongamos que f’ > 0 en I. Sean = e y en I arbitrarios, por el teorema
del valor medio existe z € I, z entre z e y tal que, f'(z)(y—z) = f(y) — f(y).
Como f'(z) > 0, entonces si ¢ < y se tiene que f(z) < f(y) vy asi, f es
no decreciente en I. De manera similar se puede probar que si f' > 0 en I,
entonces f es creciente en I.

Para probar 2, considere —f y aplique 1. |

6.10. Signo de la Derivada y Extremos

El siguiente corolario nos da una condicién suficiente para determinar la
continuidad uniforme de una funcién definida en un intervalo.

Corolario 6.10.1. Sean I un intervalo y f : I — IR, una funcion derivable
en I. Si existe M > 0 tal que |f'(z)| < M para todo x € I, entonces f es de
Lipschitz. En particular f es UC en 1.

Prueba: Sean z,y € I (¢ < y) arbitrarios. Como f es derivable en I,
entonces f satisface las condiciones del teorema del valor medio en [z,y]. En
consecuencia, existe ¢ € (z,y) tal que

fly) = f(2)

fley= 0=

(31)

Luego, por (31) y la hipdtesis se tiene que

|f(y) — f(z)] < Mz — y|
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para todo x,y € 1. Asi, f es Lipschitz y por nota 5.12.1(4) fes UCen I. B

El siguiente teorema nos permite determinar extremos (maximos o minimos)
de una funcién, este resultado se conoce como, “criterio de la primera derivada
para el calculo de extremos”.

Teorema 6.10.2. (Criterio de la primera derivada para extremos)
Sea f : [a,b] - R una funcion derivable en (a,b), excepto en un punto

c € (a,b).

1. Si f'(z) > 0 para todo z < c y f'(z) < 0 para todo © > c, entonces f
tiene un mdzimo local en x = c.

2. Si f'(x) > 0 para todo © > c y f'(z) < 0 para todo z < ¢, entonces f
tiene un minimo local en z = c.

Prueba: Como f'(z) < 0 para todo z < c, entonces por el corolario 6.9.9(1),
[ es creciente en [a,c] y como f'(z) > 0 para todo = > ¢, entonces por el
corolario 6.9.9(2), f es decreciente en [¢,b]. En consecuencia, f(z) < f(c)
para todo z # c en (a,b) y asi, f tiene un maximo local en z = ¢. Por lo
tanto, 1 es cierto.

Para probar 2, basta aplicar 1 a —f'. |
Not« 6.10.3.

Sea f una funcion derivable, si f’ es también derivable, entonces denotamos
con f" = (f') a la segunda derivada de la funciéon f y se llama segunda
derivada de f.

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para determinar extremos
de una funcidén y se conoce como criterio de la segunda derivada para deter-
minar extremos.

Teorema 6.10.4. (Criterio de la segunda derivada para extremos)
Sea c un punto critico de una funcion f en un intervalo abierto (a,b). Supong-
amos que exista " en (a,b). Entonces

1. Si f"(c) <0 en(a,b), f tiene un mdzimo local en c.

2. 8 f'(c) >0 en (a,b), f tiene un minimo local en c.
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Prueba: Como

F(¢) = lim {8219 — |y Ll2)

T—c = z—c T7€
y f"(c) < 0, entonces existe un entorno E(c, §) tal que
!
T
@)
z—c¢

para todo z € [E(c,8)\{c}] N (a,b). En consecuencia, f'(z) < 0siz >ay
f'(z) > 0si z < a,y por el teorema 6.10.2 f alcanza un maximo local en c.
Asi, 1 queda probado.

Para probar 2, basta ver que f” > 0 implica —f” < 0 y se aplica 1. |

6.11. Teorema del Valor Medio de Cauchy

El siguiente teorema es una generalizacién del teorema del valor medio, llama-
do teorema del valor medio de Cauchy, en honor al Matemaético Augustin-
Louis Cauchy.

Teorema 6.11.1. (Del Valor Medio de Cauchy)(TVMC)
Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b).
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

J'(9)1g(b) — g(a)] = ¢'()f(b) — f(a)]. (32)
Prueba: La idea es definir una funcién adecuada (ver (32)) a la cual le
podamos aplicar el teorema de Rolle.

Sea h : [a,b] — IR dada por

f(z) fla) f(b)
g9(a) 9(b)
111

Luego, h es continua en [a,b] y derivable en (a,b) (jpor qué?). Ademas,

por propiedad de los determinantes es claro que, h(a) = h(b) = 0. En
consecuencia, por el teorema de Rolle existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0, es

decir,
(&) Fl@) 5o)
g'(c)

1 1 1
y por lo tanto, (32) es cierto. |
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6.12. Regla de L’Hopital

Una de las herramientas mas populares y aplicadas en el Célculo es el re-
sultado conocido como regla de L’Hopital en honor al matematico francés
L’Hopital Guillaume Francois Antonie (1661-1704) quien en 1696 es-

cribié el primer libro de Calculo Diferencial. Esta regla permite atacar inde-

terminaciones de la forma % y 2.
00 0

Corolario 6.12.1. (Regla de L’Hépital)

Supongamos que limf(z) = 0 y limg(z) = 0. Si im£E) = L, entonces
za ra 730 9'(2)

im A8 =

r3a9(Z)

Prueba: De la definicion de hmJ,(—)l L se sigue que

1. Existe 6; > 0 tal que f' y ¢’ existen en (a — dy,a + 6;), excepto posi-
blemente en z = a.

2. Existe &3 > 0 tal que ¢'(z) # 0 en (a — b2, a + &), excepto posiblemente
enz=a

Si é = min{d,, 82}, entonces 1 y 2 se satisfacen en el intervalo Is = (a—6,a+9),

excepto posiblemente en z = a.
Ahora, definamos las funciones F, G : I5 — IR mediante

n@:{g“)§x¢“

St T =a

si z#a
Por 1, 2 y las hipdétesis se sigue que F' y G son continuas y derivables en
I} =(a,a+9).
Si consideramos la sucesién (y,) C (a,a + &) con (y,) — at, entonces por la
hipdtesis y el teorema 4.11.1

a@:{g@)§x¢“

hmly—nl (33)

z—ad "(yn)

Asi, podemos aplicar el TVMC en cada el intervalo [a,y,]. En consecuencia,
existe &, € (a,yn) tal que

F'(2,)[G(yn) — G(a)] = G'[F(ya) — F(a)]- (34)
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Ahora, como F(a) = G(a) y 2,ys # a para cada n € IN de (34) se sigue que

Fun) e
o)~ gl (3%)

Por otro lado, como @ < z, < y, ¥ (yn) — a™, entonces (z,) — a*. Luego,
por (33) y (35) se tiene que

lim{ls) = |fmLte) — (36)
1-_>ag yn) I—)ag (In)

Por tltimo, el teorema 4.11.1 y (36) nos permiten concluir que

lim £& = .

csat 9(7)

De manera analoga, se puede probar que lim ﬂ(%l = L y asi, lfmf;%)2 =L. 1

z—a—9 r—ra

6.12.2.

Supongamos que, f : (a,00) & IR es una funciéon derivable y
lim (f(z) + f'(z)) = L. Entonces lim f'(z) = 0.

r—00 r— 00

En efecto, escribamos f(z) = %@, entonces aplicando la regla de L’Hopital
se sigue que,

lim f(z) = lim CLEHE) lim (f(z) + f'(2)) = L.

T—r00 00

En consecuencia, lim f'(z) = 0.
T —0o0

6.13. Funciones Convexas

Definicién 6.13.1. Sea I un intervalo en IR. Una funcion f : I — IR se
llama convexa en I | si para cada par de elementos x,y € I y para cada par
de numeros reales o, 8 € [0,1] con a+ B =1 se verifica:

flax + By) < of(z) + Bf(y).
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6.13.2.

Sean f,g: I — IR funciones positivas, no crecientes y convexas en un inter-
valo I de IR. Entonces W = fg es convexa en 1.

En efecto, sean z,y € I, «,8 € [0,1] tal que a + 8 = 1. Podemos asumir
que, = <y y por una de las hipétesis se sigue que

f@)2 fly) v gle) = g(y).

En consecuencia,

(f(z) = fly)(9(y) —g(x)) <0

y asl,

f(x)gy) + f(y)g(z) < f(x)g(z) + f(y)g(y)- (37)

Luego, por el hecho de que f y ¢ son funciones convexas y (37) se tiene que

Y(ar + By) = flaz + By)g(az + By)

< laf(z) + Bf(y)lleg(z) + Bg(y)]
= *f(z)g(x) + aBf(2)g(y) + aBf(y)g(z) + B*f(y)g(y)
= *¥(z) 4+ BU(y) + B (z)g(y) + f(y)g(z)]

o®¥(z) + B*U(y) + aB[f(z)g(x) + f(y)g(y)]

IIA

aBf¥(z) + af¥(y) + *¥(zx) + ﬂ2\1‘(y)
a¥(z)[a + 8] + BY(y)[e + f]
a¥(z) + BY(y).

Teorema 6.138.3. Sea f una funcion conveza en un intervalo abierto I de
IR. Entonces

1. fi y fL existen para todo x € I y ademds, f < fi en I.

2. fiL y f_ son no decrecientes en I.
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Prueba:

1. Seaz € I tal que Is = (z—4,2+6) C I para algin é > 0. Consideremos
la funcién ¢ : {h € R: 0 < |h| < §} = IR mediante

flz+h)— f(z)
i .

¢(h) =

Luego, por el ejercicio 22(a) del capitulo 5, la funcién ( es creciente.
En consecuencia, por el teorema 4.13.3, existen

lim ¢(k) y  lim ((h).

th—0— h—0+

y ademas, satisfacen que

fi@) = lim ((h)

h—0—

sup{¢(h) : h <0}
inf{¢(t): h > 0}
lim ¢(h)

h—=0+

fil=).

Asi, existen f’ (x)y fi(z) para cada x € I, y ademas, f_ < f} en I.

IA

2. Sean z,y € I tal que = < y, entonces

fi(z) = inf{((h): h >0}

< fly) — f(=z)

y—z
< lim 9=/
= fi(y).

Asi, z < y implica f}(x) < fi(y) y asi, fi es no decreciente en I.
De manera similar se prueba que f’ es no decreciente en I.

Teorema 6.13.4. Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto I.
Entonces f es convera si y solo si f' es no decreciente en 1.
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Prueba: (=) Supongamos que f es convexa en I. Por el teorema 6.13.3(2),
[} es no decreciente en I y como f es derivable en I, se sigue que f' = f} y
asi, f’ es no decreciente en I.

(«<) Supongamos que f es no convexa en I. Entonces existen a,b,z € [
con a < z < b tales que

f(@) > 37— f(a) + T—f(0).
En consecuencia,

f(@) = f(a) _ J(4) = f(2) (38)

T—a b—=z

Ahora, aplicando el TVM a cada intervalo [a, ] y [z, b], existen ¢, € (a,z) y
d; € (z,b) tales que

[(@) - f(a) 0y L0 1)

! _ /
Fey =TIy g = (39)
Asi, por (38) y (39) obtenemos que
flez) > f(ds). (40)
Como ¢, < d,, entonces (40) contradice el hecho de que f’ es no decreciente
en /. Por lo tanto, f es convexa en I. |

Corolario 6.13.5. Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto I de
IR. Entonces [ es conveza en I si solo si f”" >0 en I.

Prueba: (=) Si f es convexa en I, por el teorema 6.13.4, f’ es no decre-
ciente en I y por el corolario 6.9.10, f” = (f') > 0 en I.

(<) Si f” > 0 en I, entonces por el corolario 6.9.10, f' es no decreciente en
I y por el teorema 6.13.4, f es convexa en I. |

6.14. Ejercicios

1. ;Si| f | es derivable , se sigue que f es derivable ?
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10.

11.

12.

Sea f: X C R — IR, una funcién tal que |f| es derivable en a. Si f es
continua en a, probar que f es derivable en a.

Dar un ejemplo de una funcién f tal que f'(z¢) = 0, y sin embargo zg
no es punto maximo ni minimo (local).

Usar el teorema de la funcion inversa para deducir las derivadas de las
funciones inversas de: f(z) =senz g(z) =cosz y h(z)=tanz.

Use el ejemplo 6.35 para probar: lim %? = 0, para todo polinomio
=00
p.

a) Probar que si f tiene minimo local en a entonces f"(a) > 0.
q

(b) Probar que si f tiene maximo local en a entonces f”(a) < 0.

Sea f una funcién derivable en z. Probar que f'(z) = }Lfr% Heth)odlzmh) 2_hf 2,
_)

Sin embargo la existencia del limite no implica que f sea continua en
z.

Sea f:IR — IR una funcién tal que f(s+1t) = f(s)f(t), para todo
s,t € IR. Si f es derivable en to = 0. Pruebe que f es derivable en IR y

que f'(t) = f(0)f(¢).

Pruebe que el polinomio 2z® + 3z2 + 6z + 1, posee una tnica raiz
real.

Sea f :(0,1) C R — IR, una funcién derivable con derivada creciente.
Si lli’)l'(l)f(l‘) = 0. Probar que ¢ : (0,1) C IR — IR, dada por

g(z) = ﬁzﬂ es creciente.

Sea f: I C R — IR, I un intervalo, una funcién derivable en I. Si f’
esta acotada. Probar que f satisface la condicién de Lipschitz.

Sea f: I CIR — IR, I un intervalo y a € I. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
a) f es derivable en a con derivada L.

b) Existen; : I C IR - IR tal que ns(a) = 0, n; continua en a y
f(z) = f(a) + (z — a)(L — ny(x)), z € I.
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c¢) Para cada sucesién (z,) C I convergente hacia a en I, existe una
sucesion (&,) convergente hacia 0 tal que

f(@a) = fla) + (zn —a)(L —ea), n€IN.

13. (a) Construir una funcién f : (0,1) C IR — IR continua en (0,1) pero
no derivable en 1/2.

(b) Construir una funcién f : (0,1) C IR — R continua en (0,1)

pero no derivable en ningin punto del conjunto {5,n € N}.

(c) Construir una funcién f : (0,1) € R — IR continua en (0,1)
pero no derivable en ningin punto del conjunto @ N (0, 1).

(d) Probar que la funcién f: IR — IR, dada por

z? si z€Q

ra={5 4rg

es derivable sélo en z = 0.

14. Sea f: IR — IR, dada por f(z) = |z|. Calcular f'y f”. Ademads probar
que f®)(0) no existe.

15. Pruebe que si f y g son funciones n-veces derivable, entonces se verifica
la férmula de Leibniz:

n

tom =3 (7)) 10700

1=0
16. Probar que:
a) rlj<ln(:v+1)—lna:<%, z > 0.
b) arcsinz < A=, =€ (0, 1).

¢) lim [z —(z—1)77] = 1.
r—+00
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6.15. Algunas Sugerencias para la solucion de
los ejercicios

1. El lector puede mostrar un ejemplo para justificar un no.

2. Obsérvese que, (xll:(lzf (2)] | f(g))':{f(fb y analice los casos f(a) = 0,

fla) >0y f(a) <0.
El ejemplo es el clasico.
Aplique el corolario 6.5.2.

La ayuda estd en el enunciado del problema.

o vk W

(a) Utilice el Método de Reduccién al Absurdo.
(b) Proceda como en (a).

7. Notese que

flz+h) - fle—h)

flz+h) = f@) | flz=h) - f)
2h

h —h

1
)

8. Demuestre que f(0) = 1 y aplique la definicién.
9. Use el Método de Reduccién al Absurdo y el teorema de Rolle.
10. Definase G : [0,1) — IR mediante

o= {0 22

luego, aplique el TVM.
11. Esto es una consecuencia inmediata de las definiciones.

12.  (a = b) Definase la funcién n; : I — IR mediante
_ J—-)—(M:f‘”—L si T#a

@) =9 4% .7
si t=ua

(b = ¢) Témese, €, = ns(z,) n € IN.

(¢ = a) Verifique que, lim [en)-fe) _ y use el teorema 4.11.1.
n—o0

In—a
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13.
14.
15.
16.

Derivadas de las funciones reales

Este es un excelente ejercicio para el lector.
Recuerde la definiciéon de valor absoluto.
Use induccién.

Aplique el TVM.

6.16. Ejercicios Varios

1.

La derivada simétrica de una funcién f denotada por f* se define
mediante:

fo(z) = lim LEthlizh)

h—0 2h ’

siempre que este limite exista.

1.1.- Muestre que f°(z) puede existir y sin embargo f puede no estar
definida en z.

1.2.- Muestre que los sigulentes enunciados no siempre son ciertos:

fi(z) existe = f continua en z.
fi(z) existe = f'(z) existe.

1.2.- Si f:IR — IR viene dada por

1 st zeQ
fle) = { 0 si z2&€@Q
demuestre que f°(z) existe si z € Q, més f°(z) no existe si x ¢ Q.

Explicar porqué no se puede aplicar el TVMC a las funciones f,¢g :
[-1,1] = IR dadas por

flzy=2* y g(z)=4"

Probar que la tnica funcién f que satisface f'(z) = ¢ (¢ constante),
para todo z en su dominio, es la funcién dada por
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f(z) = kz +b.
4. Supéngase que f : (a,b) — R tiene derivada en cada punto de (a,b) y

lim f(z) = lim f(z).

srat z—3b—
Probar que existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = 0.
5. Probar que la ecuaciéon € = 1 + z tiene una y sélo una raiz real.
6. Probar usando el TVM que

6.1- (1+Ah)">1+nh, h>0, n€ N. (Desigualdad de Bernoulli)
6.2- Vi+h<l+% h>0
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“Newton y Leibniz, independientemente uno del otro,
fueron en gran parte los responsables del desarrollo
de las ideas bdsicas del Cadlculo integral hasta llegar
a conseguir que problemas, en su liempo irresolubles,
pudieran serlo con los nuevos métodos y de forma
casi rutinaria. Su mayor logro fue esencialmente el
hecho de poder fundir en uno el Cdlculo integral y
la segunda rama tmportante del Cadlculo: el Cdlculo
diferencial”. Tom Apostol

“Aunque serd necesario definirla de forma esencial-
mente complicada, le integral viene @ formalizar un
concepto sencillo, intuitivo: el de drea. Ahora ya no
nos debe causar sorpresa el encontrarnos con que la
definicion de un concepto intuitivo puede presentar
grandes dificultades y ciertamente el de “drea”no es
ninguna excepcion a esto”. Michael Spivak

OBJETIVOS (Capitulo 7)

» Adquirir, analizar e interpretar el concepto
de integral de Riemann.

Caracterizar las funciones Riemann inte-
grables.

Asociar los conceptos de integral y derivada.

Aplicar los teoremas bdsicos sobre inte-
gracion en la solucion de ejercicios.



Capitulo 7

Integral de Riemann

El origen de la integral se remonta a mas de 2000 anos, cuando los griegos
atacaban los problemas relacionados con el calculo de dreas a través de un
procedimiento que denominaron método de exhauciéon. Este procedimiento
puede resumirse:

Supongamos que deseamos calcular el drea de una region, entonces la idea
es inscribir en ella una region poligonal cuya drea sea de facil cdlculo y que
se aprorime al drea de la region dada, el siguiente paso es inscribir olra re-
gion poligonal que dé una mejor aprozimacion y asi, se continda el proceso
aumentando cada vez el numero de lados de la region poligonal de tal manera
que se tienda a llenar la region dada.

El maximo representante de los griegos por su aporte al método de exhaucion
fue Arquimedes de Siracusa (287-212 A.C.), éste estableci6 {érmulas ex-
actas para calcular el drea del circulo y de otras figuras.

Pasaron 18 siglos para que el método de exhaucion se desarrollara, esto
ocurrié por la ausencia de simbolos y técnicas algebrdicas. En el siglo XVI
con el desarrollo del Algebra renacid el interés por el método de exhaucion
y destacaron por sus trabajos los matematicos: Cavalieri (1598-1647T),
Torricelli (1608-1647), Roberval (1602-1675), Fermat (1601-1665),
Pascal (1623-1662) y Wallis (1616-1703). A partir de ese momento el
método de exhaucién se fue transformado hasta dar origen a la moderna
teoria de Integracién, cuyo aporte es invalorable en la solucién de problemas
de la vida real y aplicaciones a otras ciencias. El estimulo mayor al desarrollo
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del método de exhuacion fue dado en el siglo XV1I, debido a los trabajos de
Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) y su de-
sarrollo prosiguié durante el siglo XIX con Agustin-Louis Cauchy (1789-
1857) y Bernhard Riemann (1826-1866).

La integral desde el punto de vista geométrico estd asociada al estudio del
area de figuras planas y desde el punto de vista de las Ciencias Naturales,
aparece asociada a los fenomenos fisicos, como por ejemplo el concepto de
trabajo en la Fisica.

En este capitulo estudiaremos en detalle la integral de Riemann siguiendo
el desarrollo presentado por Michael Spivak en [17]. Dentro de este estudio
analizaremos quizas el resultado mas importante del Célculo conocido como
Teorema Fundamental del Calculo o Regla de Barrow en honor a su descu-
bridor el profesor Isaac Barrow (1630-1677), de quien Joaquin Navarro
en [20] escribe:

“Isaac Barrow (1630-1677) quiza no hubiera pasado a la historia si no
fuera por uno de sus alumnos; tedlogo insigne, su corta vida fue de lo
mas movida, incluyendo como episodios, segin cuenta la historia, la
heroica defensa de un buque contra los piratas y una lucha a brazo
partido con un mastin salvaje. Como matematico era brillante, pero no
excepcional; en 1669 recibié de uno de sus alumnos, Isaac Newton, un
folleto titulado De Analys: per Aequationes Numero Terminorum In-
finitas. Contenia, nada menos, que el esbozo casi completo del calculo
diferencial e integral. Aquel mismo afio, Barrow decidi6é que su alum-
no sabia mucho mas que él, y que tenia derecho por lo tanto a la
catedra lucasiana de matematicas con muchos merecimientos que el
propio Barrow, su titular. Con una generosidad y un desinterés dificil
de igualar, Barrow cedié su catedra a Newton...”

7.1. Particiones. Sumas Superiores e Infe-
riores
Definicién 7.1.1. Una particién P de un intervalo [a,b] es un

conjunto finito {to,t1,...,tn} C [a,b] tal que a=1to <t <...<t,=0b.
El conjunto de todas las particiones de [a,b] lo denotaremos por Py
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7.1.2.

1. Sea I = [a,b], entonces P = {a,b} es una particién de [a, ], llamada
particién trivial de [a, b].

2. Los conjuntos P; = {0,%, 3,1}, P» = {0, 3,3,1} y P» = {0, i,%,%,l},
son particiones de [0, 1].

Definicién 7.1.3. Consideremos f € By = {f :[a,b] = R, f acotada}.
Sea P = {to,t1,...,tn} C Py y sean

m; = inf{f(z): z € [ti_1, L]} yv M =sup{f(z): = € [tic1, 1]}
La suma superior para f relativa a la particion P denotada por U(f, P) se

define:
= AtMi,
=1

donde At; = t; —t;_y, © = 1,n y la suma inferior para f relativa a la
particion P denotada por L(f, P) se define:

L(f,P)= ZAtmz

donde At; =1, —t;_y, 1 =1,n.
Nota 7.1.4.
De la definicién 7.1.3, se sigue que
L(f,P) < U(f, P), (1)
para toda P € P, y.
7.1.5.

1. Sea f : [a,b] & IR la funcidn constante dada por f(z) = ¢ (> 0)
para todo = € [a,b]. Sea P = {to = a,...,t, = b} € P,y arbitraria.
Entonces m; = M; = ¢ para todo 2 = 1,n. En consecuencia,

n

U(f,P) =) eAi = c(tn — to) = c(b— a) = L(f, P).

=1
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B2 decir, la sama superior ([ P) — L{f. ) para cnalquier particion
I” € Py vy ademas coinciden con el area del rectangulo de base b - a
v altura .

2. La luncidn f:[0,1] — IR dada por

[0 st e (R\Q)N0.1]
f”"_{ I si re@Qnjo.1]

Sea P ={ly=0..... tn = 1} € P,y arbitraria. Entonces m, =0y M, =1
para todo 7 € 1,7, pues por un argumento de densidad

o LIOR\NQ) N[0 # @ ¢ [, L] @Q[o.1] £ 0.

I'n consecnencii.
Lf.P)=0 y U(fPY=Y Ali=1,—to=1,
-1

para toda P € P,y

(a) (b)

IFigura 7.1: Relaciones entre las sumas v las particiones

7.1.6.

Cnlo P C Q. P.Q € Py entonces diremos gue @) es mids fina que 1.
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La figura 7.1(a), corresponde a la particién P y la figura 7.1(b) corresponde
a la particién @, el darea de los rectangulos correspondientes a la particion @
constituyen una mejor aproximacion al “drea”bajo la curva definida por el
grafico de f. En el ejemplo 7.1.2(2) P; es mas fina que P;. En general vale
el siguiente

Lema 7.1.7. Sean P,Q € Py tal que P C Q. Entonces
1. L(f,P) < L(f,Q).
2. U(f,P)2U(f,Q).

Prueba: Probemos que U(f,P) > U(f,Q).

Primero consideremos el caso en que () contiene exactamente un
punto mas que P.Es decir, si P = {to = a,...,th,tkg1,..-,tn = b},

entonces Q = {to = a,...,tk, @, tks1,.-.,tn = b}. En consecuencia,
k n
U(f, P) = ZAt{Mi + (tk+l — tk)M -+ Z AtiMz' Y (2)
=1 i=k+2

k n
U(f,Q) = Y AtM; + (a — ) M* + (tepr — ) M™ + > At:M;,  (3)

=1 1=k+2

donde M = sup{f(z) : = € [te,tks1]}, M* = sup{f(z) : z € [ty,]} ¥y
M= =sup{f(z): z € [a,tk1]} (Ver Figura 7.2). Luego,

U(f, P) = U(f,Q) = (ter1 — ti)M — (a — ti) M* + (tgy1 — 2)M™  (4)
Por el otro lado, los conjuntos

A=A{f(z): z € [tr,tps1]}
A*={f(z): z € [tr, ]} ¥y
A ={f(z): z € [a,try1]},

satisfacen que
ACA y A"CA (5)
Asi, por (5) y el ejercicio 13 del capitulo 2 se sigue que
M>M  M3>M™ (6)
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Por otro lado. como {pyy — e = () — a) + (e — ;). entonces
-”“A-H — 1) = (frgy — ’1)-1[ + (@ — ;)M (1)

IPor Jo tanto, de (6) v (7). se sigue que

Mty —te) 2 (tiegy — )M + (o — 1) M. (N)
I2n consecuencia, por (4) v (R), concluimos que {(f. P) = U'(f,@). Por lo
cual 2 es cierto. en el caso en que () conlenga exactamente un punto nmiis que
P.
Si {J couliene mas de un punto con respecto a [I’. consideremos P = (Jy C

(h) C - C @, = Q, donde @, conliene exactamente un punto mas que
(2i-y. 1= 1,n. Entonces por lo probado en la primera parte obtenemos que

UL PYy=U[.Q)2U([. Q)= -2 U([.Q.) =U([.Q).

Luego 2 es cierto.

Para probar | se procede de manera similar a como se probo 2. |
Y A r
I
L ‘ |
 *
M
a E
tk tk+1

Figura 7.2: Relacion entre M* v M

©T7.1.8. Sean PP, € Plaw) ¥ f € Bpayy. Entonces

LUS. Py S ULS, Pa). ()
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Prueba: Sea = P, U P,, entonces () € Py (probarlo). Asi, @ D P1y
@ D P,. En consecuencia, por el lema 7.7.1 y la nota 7.1.4 tenemos que

Asi, el teorema es cierto. [ |
Nota 7.1.9.

Del teorema 7.1.8 se sigue que cada suma superior U(f, P*) es una cota
superior para el conjunto

L(f,P) = {L(f’P) & € P[a,b]}'
Luego,

sup L(f,P) <U(f, P7), (10)

PG‘P[a,b]

para todo P* € Pl,4). En consecuencia, sup L(f, P) es una cota inferior
P€P|q,p)

para el conjunto
U, P)={U(f,P"): P" € Payt
Ast, por (10), obtenemos que:

sup L(f,P)< inf U(f,P). (11)
PEP[, 4 €Pla b]

Ademas, por la definicién de supremo e infimo se sigue que

L(f,P)< sup L(f,P)<U(f,P) y
P€P, 4

L(f,P)< inf U(f,P)<U(f,P).
P€EPay
para toda P € P, .
Las funciones acotadas que satisfacen la igualdad en (11) se llaman Riemann
integrables en [a, b].
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7.2. Integral de Riemann

Definicion 7.2.1. Una funcién f € By, se llama Riemann integrable
en [a,b] st
sup L(f,P)= inf U(f,P). (12)

PE'P[a’b] Pep[a.b]

Nota 7.2.2.

1. Al valor comun dado por (12) se denota por fabf (o fab f(z)dz) y se
llama la integral entre a y b de f.

2. Al conjunto de todas las funciones Riemann integrables en [a,b] lo
denotaremos por R ).

b . ) .
. es el inico nimero real que satisface:
3., | q

L(f,P) < / f <U(f,P), (13)

para todo P € P, (para verificar este hecho, suponga que existe

a € IR que satisface (13) y use las definiciones de sup L(f,P) e
PG'P[a'b]

pdnl U(f,P)).

4. Si f>0en[a,bly f € Ry, entonces f;f define el drea de la regién
comprendida por la curva (z, f(z)), * = a, z = by y = 0. (Ver Figura
7.3)

7.2.3.

1. La funcién f : [a,b] = IR dada por f(z) = ¢ para todo z € [a,b] es
b
Rany [ c=c(b-a).

En efecto, sea P € Pl una particién arbitraria. Entonces, por el
ejemplo 7.1.5(1)

U(f, P) = L(f, P) = c(b—a)
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Y 4

R(f,a,b)

‘Y

Figura 7.3: Interpretacion Geométrica de la Integral

para toda P € P, . En consecuencia.,

sup L(f.P)= il U(S. P).
PEPy

PEP, y)

v por lo tanto [ € Ry, y. Ademas. I: ¢ = clb— u).
Sea f:[0.1] = IR dada por:

L0 siore(R\@Q)N 0.1
I(H_{ I si €QnN[0,1]

Futonces. f € Ry
In efecto, por el ejemplo 7.1.5(2)

L{f, P)y=10 g Hi P =1,
para todo P € Pjgy). En consecuencia.

sup L(f.P)=0<1= 1l U([.P)

PP PEPL

./\Si. [ € ]-),(u_ll.
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La funcién f :[0,1] — IR dada por f(z) =z es R,y fol T =1

En efecto, sea P = {to = 0,...,t, = 1} € Pjp ] arbitraria, entonces
Mi = ti ym; = t,'_l. Luego,

U(f,P)=) tiAti y L(f,P)=> ti_iAt. (14)
=1 =1
Por otro lado, como

1 1
ti(ti —ticy) — i(ti — i) = '2_(ti2 — 7). (15)

Entonces por (14) y (15) obtenemos que

n

1 1<
U(f,P) =5 D (ti—tia) = 5 ot
=1

=1
Es decir,
1 1 1
P)—M=_(t"—t)==-(1-0)= =
donde M =1 o (i — t:io1)? > 0. Asi,

2

U(f,P)> =. (16)

N —

Procediendo de manera analoga al caso anterior se prueba que

I P) < 5 (1)

En consecuencia, de (16) y (17) tenemos que

1
para toda particion P € P, ).
Ahora, consideremos la particion
1 n—1
P={to=0t; = —ty= =, ...ty 4 = 1, =11}
{0 s vl nv 2 n7 ’ 1 }
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Entonces M; = i y At; = ;11_ Luego,

n n

el 1 . onn+1) 1 1
(S, ) = ‘~nn T2 i=1z 2n? 2+2n (19)
y
i1\ 11 & (r—1n 1 1
P =) () = m - = = g
Por lo tanto, aplicando el teorema 7.8, (18) (19) y (20) se sigue que
1 1 1 1 1
- = — -+ — 21

, 1 1 : 1 1
y asi, % < Peln[{b]u(f’ P)=a < 5+ 5. Es decir, 0 <2(a—3) <&
para todo n € IN, y por el gjercicio 22 del capitulo 2,

(22)

O =

1
5

Por otro lado, de (21), 1 —5- < sup L(f,P)=p8< %+i Es decir,

P€Play
0<(8-3) <, paratodon € Ny de nuevo por el ejercicio 22 del
capitulo 2 tenemos que

B = (23)

L
5

Por dltimo, aplicando (22) y (23) concluimos que f € Ry 1) y fol z=1

7.3. Criterios de Integrabilidad

En esta seccion estableceremos algunos criterios de integrabilidad.

Teorema 7.3.1. Sea f € Bl,p). f € Rja st y sdlo si para cada € > 0 eziste
P, € Py tal que

U(f,P.)— L(f,P:) <e. (24)
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Prueba: (=) Supongamos que f € R,y y sea € > 0 arbitrario. Probemos
que existe una P. € P, ;) que satisface (24).

Sea B = sup L(f,P)= _inf U(f,P). Luego, por el teorema 2.5.14 y la
P€Plap) PePa

nota 2.5.15, existen P}, P? € P, tales que
€ 1 € 2
B-g<LLF) vy B+5>UFE) (25)

En consecuencia, si P. = P! U P2, entonces por el teorema 7.1.8 y (25) se
sigue que

B—S<LfP) y B+35>UUR).

ASJ” U(faps)_L(f’Ps)<:6+%_:3+%:€
(<) Supongamos que dado € > 0 existe P, € P, que satisface (24) y
probemos que f € Rjg ).

Razonemos por reduccion al absurdo, es decir supongamos que f & Ry,
entonces por (11) de la nota 7.1.9, obtenemos que

a= sup L(f,P)< inf U(f,P)=273.
posp (f, P) Bl (f,P)=8

Ahora, si a < b, sea € = b — a, entonces por la hipétesis existe P, € P,y tal
que

U(f,PB—a)_L(f$PB—a)<ﬂ—'a' (26)

Por otro lado,

B<U(f,P) y azL(f,P)

para toda P € P, 4. En consecuencia,

ﬁ—aSU(f7P)_L(f7P)7 (27)
para toda P € Py. Como (27) contradice a (26), entonces = ay
f € Rpa - ]

7.3.2.

La funcién f : [0,1] — IR dada por f(z) = z* es Riemann integrableen [0, 1].
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En efecto, sea P = {tp = 0,...,¢, = 1} una particién arbitraria de [0,1].
Luego, M; =t?y m; =1? ,. En consecuencia,

U(f,P) - L(fa P) = ZtiQAti - Zt?_lAti
=1 i=1

n

3 (7 =t )AL (28)

=1

i

Sea € > 0 arbitrario, entonces podemos tomar P, tal que At; < €. Luego, por
(28) se tiene que

U(fa Ps) - L(f7 PE) < EZ(ti2 - t?_l)Ati

= e(1*-0%) =e.
En consecuencia, por el teorema 7.3.1, f es Riemann integrable en [0, 1].

Teorema 7.3.3. Si f es estrictamente mondtona en [a,b], entonces

fe R[a,b]'

Prueba: Supongamos que f es creciente en [a, b].

Si @ <z <b, entonces f(a) < f(z) < f(b) y asi, [ € By
Sea P = {to = a,...,t, = b} € P,y arbitraria. Entonces M; = f(t;) y
m; = f(t._1), en consecuencia,

U(f,P)~ L(f,P) = Z ft)AL — Z F(tii)At

= D L) ~ fltn))At (29)

Si consideramos la longitud de cada subintervalo At; < r, ¢ = 1, n, entonces
por (29), se tiene que

U(f,P) = L(f,P) < v [f(t:)— f(ticr)]

= 7[f(tn) — f(to)]
= r[f(b) - fa)]. (30)
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Asi, dado € > 0 arbitrario, sea P, € P, tal que la longitud de cada subin-
a b—a

tervalo At; = =2 1 = T,n. Luego, por (30) (tomando r = *=2) se sigue
que

b—a

n

U(f’PE)_L(f3P5)<

[£(b) = f(a)]. (31)

Ahora, para m > 0, por la propiedad arquimediana de IR, existe
n € IN tal que

1 €

n < b af(@ - 7] e
En consecuencia, por (31) y (32), U(f,P.) — L(f,P.) < € y a la luz del

teorema 7.3.1, f € Ryg .
El caso f decreciente, se prueba de manera similar. [ |

7.3.4.

La funcién f : [0,1] — IR dada por f(z) = 2 es Riemann integrable en [0, 1],
pues, f es claramente creciente en [0, 1].

Teorema 7.3.5. Si f : [a,b] = IR es continua, entonces f € Ry ).

Prueba: Como [ es continua en [a,b], entonces por el corolario 5.9.2,
f € By vy por el corolario 5.15.1, f es UC en [a,b]. Luego, dado ¢ > 0
arbitrario, existe ¢ > 0 tal que

. €
Vz,yela,b] y Je—yl<é = |fe) = fll <y (33)
Sea P = {to = a,...,t, = b} € P,y arbitraria. Entonces aplicando la

continuidad de f y el corolario 5.9.3 en cada subintervalo [t;_y,¢;], existen
Zi,Yi € [ti—1,t;] tales que

fle)=M; y  f(y:) =ms,

para cada ¢ = 1,n. En consecuencia,

U(f,P.) = L(f, P.) < Z ALl f(z:) = f(wi))- (34)
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Ahora, consideremos que At; < § (recordemos que é depende de ¢), entonces
por (33) se tiene
€

fla:) = fly) < g—- (35)
Asi, por (34) y (35), se sigue que
E < N _e(b—a)
U, Pe) = L(f, P.) < 7— ;At, =g ln—t) ===
Por lo tanto, f € Ry ). |

7.4. Teoremas sobre Funciones Integrables

Teorema 7.4.1. Sea f € Bjyy. Si para cada ¢ € [a,b), g = flla. € Riarq))
entonces f € R, 4.

Prueba: Como f € B, ), entonces existe M > 0 tal que
|f(z)] < M, (36)
para todo z € [a,b]. Ahora, dado € > 0, consideremos ¢ € [a,b) tal que

(b—c¢) (37)

< m—.
Por otro lado, como g € R por el teorema 7.3.1, existe
P.={to=a,...,t, = c} € Py tal que
€
U, R) - L, P) < £ (38)

Luego, tomemos t,1, = b, entonces P* = P,U{t 41} € Pla,y) y PoOr (38),(36)
y (37) se tiene que

UM, PD) = LU PD) = ) AG(M = ma) + (tngs — ) (M, —miy,)
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donde Mz, = sup{f(2) : @ € [tu, tusa]} y My = Inf{(2) : 2 € [t Lusr]}
Asi, por el teorema 7.3.1, f € Ry ). [ |
Teorema 7.4.2. Sean f € B,y ya<c<b. f€ Rjay si sélo si f € R, g

y f € Ryop. Ademds,
/abf=/acf+/cbf. (39)

Prueba: (=) Supongamos que f € Ry,s y probemos que f € Rp,q y
f € Bpy. Sea e > 0 arbitrario. Entonces, por la hipétesis existe
P.={to=a,...,t,=b} € Play) tal que

U(f,P:)— L(f,P.) <e. (40)
Ahora, consideremos (ver Figura 7.4), que existe t; tal que t; = ¢
P/ ={t=a,...,t, =c} €Ppgq ¥
P={t,=c,...,t, =b} € Ple.p)-
Claramente, P. = P1 U P?y
U, P+ U, P = UL Py LU PY) + LU PPy = LS, o). (41)
En consecuencia, por (40) y (41) se sigue que

[U(faPel)_L(f’Pel)]+[U(f’P52)_L(f7P52)] = U(f7Ps)_L(faPs)
< E.

Asi, U(S,P)) — LU PY) < &y UGS, P2) — L(J, P2) < =. Luego, por el
teorema 7.3.1, f € Rjaq y f € Ry

(<) Supongamos que f € R,y f € Ry y probemos que [ € R, .
Sea € > 0 arbitrario. Entonces por la hipétesis existen P! € Plaqgy P? e Prepl
tales que

U(f,PY) — L(f, P) < % y U(f, P — L(f, P?) < g (42)

Ahora, consideremos P. = P! U P? € P}, 4. En consecuencia, procediendo
de manera similar a como se obtuvo (41) y (42), se tiene que

U(f,PE)—L(f,P5)<%+g=6.
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Por lo tanto, a la luz del teorema 7.3.1, obtenemos que | € 12],0 4

Ahora, veamos que

.];,,’f: ] j f. Por la nota 7

D

L(f.P)sf [<UULP) y LU.Q) sf [ <UL Q).

para todas las P € Py ¥ @ € Ppey). Por lo tanto, por (44) Lenetnos que

LfO) = Lif,8)+ L{f.Q)

< / I / /

< Ulf.P = 0(1.0).
para Loda P € P, u. De nuevo. por la nota 7.2.2(3) v (45) se

h C b
/f:ff+/f
y 4
f
a=t, E:E_____;Lsz

Figura 7.4: P. = P! N P?

et e que

2.2(3) se verifica que

(43)

(44)



250 Integral de Riemann

Corolario 7.4.3. Sea f € By ). Si para cada parc,d € R cona <c<d <b
Y 9= fie,d) € Re,q), entonces f € Ry

Prueba: Fijemos w € R tal que a < w < b. Entonces por el teorema
741, 91 = flow € Riaw) Y 92 = fijws) € Blw,- Luego, por el teorema 7.4.2,
f c R[a,b]- |

Corolario 7.4.4. Sea f € Bpy. Si f tiene un niumero finito de discon-
tinuidades en [a,b], entonces f € Ry, ).

Prueba: Sean ¢; < ¢; < ... < ¢, los puntos de discontinuidad de f en
[@,b]. Por el corolario 7 .4.3, para cada 7 = 1,n, Siteoeica) € Rieieimy) Pues f
es continua en cada intervalo [z,y], donde ¢;_; < < y < ¢;. Luego por el
teorema 7.4.2, f € Ry, g [ |

7.4.5.
Sea f:[0,2] — IR dada por:

0 si 0<t<]1
f(t)—{1 si1<t<2

Entonces f es discontinua en x = 1, pero, por el corolario 7.4.4, f € Ryg .
Nota 7.4.6,

Establezcamos algunas convenciones:
1. f*f=0.
2. [Pf=—['fsia>b

3. fabf:f:f+fcbf para todo a,b,c € IR.

7.5. Extremos de una Funcién

Definicién 7.5.1. Dada una funcion acotada f : A — IR, llamaremos

M(f) = sup(f) = sup f(A) = sup{f(z) : c € A} y
m(f) = inf(f) = inf f(A) = inf{f(z) : z € A}.
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Lema 7.5.2. Sean f,g: A — IR funciones acotadas y ¢ € IR. Entonces,

1. f+g, cf, fg: A— R son acotadas.

2. sup(f+g) <supf+supy.

3. inf(f+g) > inf f +infg.

4. sup(cf) = csup(f) st c > 0.

5. inf(cf) = cinf(f) si ¢ > 0.

6. sup(cf) = cinf(f) sic < 0.

7. inf(cf) = csup(f) sic < 0.

8. Siw(f) = M(f)—m(f), entonces w(f) = sup{|f(y)—f(z)|: =,y € A}.
9. Si f <g enla,b], entonces m(f) < m(g) y M(f) < M(g).

Prueba: Para ver 1, consulte el ejercicio 16(a) del capitulo 2.

Ahora consideremos los conjuntos,

X=f(A), Y=9(A) y Z=(f+9)(A)={(/+9)(z) :z € A}.

Es claro que, Z C X +Y = {z +y: 2 € Xyy € Y}. Luego, por el ejercicio
13 del capitulo 2 y el teorema 2.5.16(2) se sigue que

sup(f +g)=supZ <sup(X +Y)=supX +supY =sup f +supg.

Asi, 2 es cierto.

Para probar 3 se procede de manera similar al caso anterior.

Si ¢ > 0, por el ejercicio 15(a) del capitulo 2 se tiene que
sup(cf) = sup{cf(z) : ¢ € A} = sup(cX) = csupX = csup f, y asi, 4
es cierto.

Para probar 5 proceda de manera similar a la prueba anterior.

Para probar los casos 6 y 7 utilice €l ejercicio 14(b) del capitulo 2.
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Ahora, sean z,y € A arbitrarios. Supongamos que f(y) > f(z). Luego,
M(f) = f(y) 2 f(z) 2 m(f) y por lo tanto,

1f(y) = f(2)] = fy) = f(x) < M(f) —m(f) = w(f). (45)
Por otro lado, por el teorema 2.5.14, dado ¢ > 0 existen z,y € A tales que,
fl@)<m(f)+5 v f(y)>M(f) - .

in’consecuencia, fly) = flz) > M(f) —m(f) —e=w(f) —¢.

[f(y) = f(=2)] > w(f) —e. (46)
Luego por (46) y (47) y el teorema 2.5.14 se tiene que,
w(f) = sup{|f(y) — f(z)|: =,y € A}.

Procediendo de manera analoga al caso anterior se verifica 8, cuando

f(x) < f(y)-

Por 1ltimo, para probar 9 utilice el ejercicio 13 del capitulo 2. [ |

Nota 7.5.3.
1. A w(f) del lema 7.5.2 se le llama oscilacién de f en [a,d].

2. Obsérvese que por el lema 7.5.2 y el teorema 7.3.1,

fER & VVe>0d P € Py : Zw;(f)Ati <&,

=1

donde w;(f) es la oscilacién de f en cada subintervalo de la particion

P..

7.6. Algebra de Funciones Integrables

Teorema 7.6.1. Sean f,g € R, . Entonces
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1. f+49g€ Rpuy yfff+g=fabf+f:9-

2. fg € Ryp. En particular, cf € R,y para todo ce€lR y
fabcf = cfabf para todo ¢ € R.

3. 810 < M <|g(z)| para todo z € [a,b], entonces i € Ria -
4. Si f(z) < g{z) para todo x € [a,b], entonces fabf < fabg.

5. 1f1 € By v 1 [ A1 < L2111

6. Sim < f(z) < M para todo x € [a,b], entonces

m(b—a)ﬁ/ f<M(b-a).

En particular, si [f(z)| < M para todo x € [a,b],
entonces |fabf| < M(b—a).

Prueba:

1. Sea e > 0 arbitrario. Como f,g € Rj,4), entonces existen
Qe={to=a,...,t,=b} y O.={sp=a,...,s, = b},

particiones de [a, b] tales que

U(£,Q) = L(£,Q2) < 5 y Ulg,0.) = L(g, 0.) <

N

Luego, si P, = Q. U O, € P|, 4, entonces por (48) se tiene que

U P) = LU P) < 5y Ulg, P) = L(g, P.) < =

253

(47)

(48)

Por otro lado, si [t,_1,¢] (: = 1,n) son los subintervalos de la
particion P, 'y N; =sup{f(x): z € [ti_1,t]} (respectivamente,

n; = inf{f(z) : = € [ti-1,4]}), H;

sup{g(z) : = € [ti_y, L]}

( respectivamente, h; = inf{g(z) : =z € [ti-1,&]}) y ademds
M; = sup{ (f + g)(z) : « € [t;i-1,t]}  ( respectivamente, m; =
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) Y A [ti_l,l,‘]}).

Entonces por el lema 7.5.2 partes (2) y (3) se tiene que

M;<N;+H, y m>n;+h,.

Luego, por (49) y

U(f+gvpe)_

(50) se sigue que

L(f+g,F)

Asi, por el teorema 7.3.1, f + g € R|a,b].

Ahora,

/abf+/abg

/abf+/ab9

Asi, por (52) y

IA

v

< U(f,P)+U(g, P)
- (f, ) ( ’P)
= [U(f, F:) — L(f, F:)]
+ [U(g, ) L(g,e)]
& >
< 5 + 5
sup L(f,P)+ sup L(g,Q)
P€P(a ) QEPla,p)
sup [L(f,P)+ L(g,Q)]
P.Q€EPay)
sup L(f+9,0) = [ f+g,
PE€Pia,p)
in inf
Pe'P[E b]U( f, P) +, MU (9,Q)
Pngg[a [U(f, )+U(g,Q)]
Peln[i;b]U(f'l'gv = fabf+g'

(53) tenemos que

/abf+g=/abf+/abg

(49)

(50)

(51)
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2. Sea ¢ > 0 arbitrario. Como f,g € By, existe M > 0 tal que
f@) <M y lg(z)| <M, (53)

para todo z € [a,b].
Por otro lado, como f,g € Ry, entonces existen particiones Q.,
O. € Py tales que

Zw, (NAL(Qe) < 537 Zw, (9)AL(0.) < = 2M

Asl, para P. = Q. U O, € Pl se tiene que

7

> wilHAL(P) < 7 v Z wi(g) Aty 2M (54)

=1

Ahora, por (54) y la definicién de oscilacion se tiene que

[f(y)g(y) — f(=z)g(z)| Lf(y) = f()lg(y) + f(z)lg(y) — g(=)]]
[f(y) = f(@)llg(y)] + 1 (@)llg(y) — g(=)
M| f(y) — f(@)| + 9(y) — g(=)]]
M(wi(f) + wi(g)), (55)
donde w;(f) y wi(g) son las oscilaciones de f y g en cada subintervalo

[t;-1,t;] de la particién P. respectivamente. En consecuencia, por (56)
se sigue que

IA A A

wi(fg) < M(wi(f) + wi(g)). (56)

Por lo tanto, de (55) y (57) obtenemos que

sz fg)at: < M[Z(wi(f) + wi(g)At;] < M% =

=1

Asi, a la luz de la nota 7.5.3(2), fg € Rjay).

El caso particular es evidente del caso anterior, tomando g(z) = ¢
para todo z € [a,b]. Por otro lado, si ¢ = 0, entonces cf =0 € R, y

Lf=Jlo=0=0[F
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N;=cM; y n;=cm; donde N; =sup{cf(z): z € [ti_y,t:]} (res-
pectivamente, M; = sup{f(z) : z € [t;_1,1]}), n: = inf{cf(z): z €
[ti—1,ti]} (respectivamente, m; = inf{cf(z) : = € [t;~1,%;]}). En conse-
cuencia,

Si ¢ >0, entonces por el lema 7.5.2 partes(4) y (5)se sigue que
T

Ulef,P)=cU(f,P) 'y  Llcf,P)=cL(f,P), (57)

para toda P € P, . Ahora, por la nota 7.11(3) y (58) se verifica que

b
cU(f,P):U(cf,P)Z/ cf > Lcf, P) = cL(f, P),

para toda P € P, 4. Asi,

b
WP <y [ er<uesp),

para toda P € P, y por la nota 7.2.2(3) fabf = %fab cf, es decir,
Jief=cl.f.

Si ¢ < 0, se procede de manera analoga al caso anterior.

Como ﬁ = i, entonces por 2, basta probar que i € Rjgy). Sea e > 0

arbitrario, por ser g € R, existe P. € P, tal que

Zn:'w,'(g)Ati < M26. (58)

=1

Por otro lado, por hipétesis 0 < M < |g(z)| para todo z € [a,b].
Entonces

1 1

[ awela) | = )
Luego, por (60) y la definicién de oscilacion de g se tiene que
1 1 l9(y) — g(=)| _ wi(g)
}g(y) 9(z) 9(y)g(z) M?
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donde w;(g) es la oscilacién de g relativa a la particién P.. Asi, por (59)
y (61) se tiene que

Z ()At <Z e At <—Zw,(gAt <M2M2
1=1

En consecuencia, por la nota 7.5.2(2), concluimos que ﬁ € Ry

4. Si f =0 en [a,b], entonces fabf = 0. Probemos que si g > 0 en [a, b],

fabg Z 0.
Ahora por la nota 7.2.2(3) se sigue que

b
P [0 (61)

para toda P € P 4.

Por otro lado, como m; = inf{g(z) : = € [ti_1,t]}, entonces por la
hipétesis y el lema 7.5.2(9), m; > 0 para cualquier subintervalo de
cualquier particién de [a, b].

En consecuencia, por {62), f g > L(f,p) > 0.

Si h = g — f, entonces por 1 y 2, h € R[,. En consecuencia, por
la hipdtesis A > 0 en [a,b] y por la primera parte f:h > 0, es decir
fcbg > fab fy asi, 4 queda probado.

5. Utilizando la desigualdad dada por el Teorema 2.3.10(8), tenemos que:

1F )] = 1 (=)l < [f(y) — f(=)].

Asi, la oscilacién de |f| en cualquier conjunto satisface que:

w(| f]) < w(f). (62)

Ahora, sea ¢ > 0 arbitrario. Como f € R, existe P. € P,y tal que

Zn: w,'(f)Ati < E.
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En consecuencia, por (63) se sigue que
> willfDAL <e,
=1

y por la nota 7.5.2(2), |f| € R y-

Por otro lado, del teorema 2.11(2) se tiene que:

—[f(e)l < f(z) < |f(2)],

para todo z € [a,b]. En consecuencia, de 4 se verifica que:

—/ablflﬁ/abfs/ablfl,

y de nuevo por el teorema 2.3.7(3) concluimos que:
[r]<[n

Como f € Ry, ), entonces por la nota 7.2.2(3),

L(f,P) < / <U(f, P), (63)

para toda P € P, . En particular, si P = {to = a,t, = b} € Ppy,
entonces por (64) se sigue que

m(b—a) < L(f, P /f<Uf, P)< M(b-—a),

y asi, m(b—a) < fabf < M(b— a).

Por dltimo, si |f(z)| < M para todo = € [a, b, entonces por el teorema
2.3.10(4) se tiene que —M < f(z) < M para todo z € [a,b]. Por lo
tanto, aplicado la primera parte obtenemos que —M(b—a) < [ f <

M(b—a)y asi, |f:f| < M(b—a).
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Nota 7.6.2.

1. Una funcién f: [a,b] = IR puede satisfacer:

a) f>0en][a,bly
b) f(zo) > 0 para algin zo € [a, b]

pero, f:f = 0.

En efecto, consideremos la funcién f : [0,1] = R dada por

ro={1 57

si z=1

Entonces por el corolario 7.21, f € R, y ademas, es claro que
fol f=0

Sea f € Ry y f > 0 en [a,b]. Si f es continua en zo € [a,b] y
f(zo) > 0, entonces f: f >0 (ver ejercicio 5 del capitulo 7).

2. Sea f :[a,b] > IR continua y f > 0 en [a,b]. Si fabf = 0, entonces
f=0en [a,b]

En efecto, si existe algiin zo € [a, b] tal que f(zo) > 0, entonces por la
continuidad de f en zq existe § > 0 tal que f > 0 en (zo—6, zo+46)N[a, b].
Asi, podemos tomar [a, 8] C (zo—48, zo+6)M[a, b] tal que f > Oen [a, B].
Luego, como f € R[, ) por ser f continua, se sigue que fab f> ff f>0,
lo que contradice a la hipotesis y asi, el resultado es cierto.

7.7. Continuidad Uniforme e Integrabilidad

Teorema 7.7.1. Sea f € R,y y F : [a,b] = R dada por F(z) = f:f-

Entonces F' es uniformemente continua en [a,b] (y asi, continua).



260 Integral de Riemann

Prueba: Sea ¢ > 0 arbitrario. Nétese que, por los teoremas 7.4.2 y 7.6.1(5)

se tiene que
@)=l = | [ - [1

A

[

Ahora como f € R|,;, entonces f esta acotada en [a,b]. Es decir, existe
M > 0 tal que |f(t)] < M para todo ¢t € [a,b]. En consecuencia, por el
teorema 7.6.1(6) se verifica que

|1
v
Asi, por (65) y (66) se tiene que

|F(z) — F(y)| < Mlz —y], (66)

(64)

<Mz —y) < Mz —y|. (65)

para todo z,y € [a,b]. En consecuencia, tomando d = 37, por (68) concluimos
que

e—yl<s = |F@)-Fl<(5)M=c

para todo z,y € [a,b]. Asi, f es uniformemente continua en [a,b] y por lo
tanto continua. |

7.8. Teoremas Fundamentales del Calculo

A continuacién presentamos los resultados mas importantes del capitulo,
conocidos como primer y segundo Teorema fundamental del Calculo.

Teorema 7.8.1. (Primer Teorema Fundamental del Célculo (PTFC) )
Sea f : [a,b] = IR una funcidn continua. Entonces la funcion F : [a,b] — IR
viene dada por

Flz) = / " f()dt+ Fla), (67)

si y sélo si F'(z) = f(z) para todo z € [a,b].
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Prueba: (=) Sean z € [a,b] y € > 0 arbitrarios. Obsérvese que, por los
teoremas 7.4.2 y la nota 7.4.6(2) se tiene que

_ f(x)‘ _ \F(t)—F(?.— x(t—:v)f(w)

_ |t_1_$| /atf(u)du—/azf(u)du—/;f(x)du
- |t—1—:c| /:f(u)du—F/atf(u)du—/;f(w)d“

_ |t_1x| /ztf(u)du—/:f(x)du
- | [V - s

F(t) - F(z)

i—z

IA

=2 ). |f(u) — f(z)| du, (68)

para todo t # z.
Por otro lado, como [ es continua en z, entonces existe § > 0 tal que

u€la,b] y ju—z|<d = |f(u)— flz)|<e. (69)

Luego, por (69) y (70) existe § > 0 tal que t € [a,b] y |t — z| < § implica

F(t) - F(z) e [
= )| s |t_m|/,d“
£
= =t
-z =e
|t — x|

Asi, F'(z) = f(z) para todo z € [a, }].

(«<) Supongamos que F'(z) = f(z) para todo z € [a,b]. Definamos
® : [a,b] & IR, mediante ®(x) = [ f(t)dt, entonces por lo probado an-
teriormente ® = f en [a,b] (pues f es continua) . En consecuencia, por la
hipdtesis ®' = F' en [a,b]. Luego, por el corolario 6.9.8, existe ¢ € IR tal que
®—F=c

Por otro lado, como ®(a) = 0, entonces ¢ = F'(a) y asi,
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F(z) = F(a)+ [, f(t)dt.

Nota 7.8.2.

En la prueba del teorema anterior, el lector debe tener presente que puede
suceder £ = a 0 ¢ = b, y en estos casos sélo tiene sentido F}(a) o F’(b) y
por lo tanto debe considerar limites laterales en el desarrollo de la prueba.

7.8.3.

1. La funcién f: IR — IR definida por

(f:2 sen? tdt) )
flz) = / eV dt,

satisface f’(.’],‘) = 2z senz(x2)e—(f: sen? tdt)2'

En efecto, como f = F oG o H, donde

H(z) =z, G’(:v):/ sen’tdt y F(m)z/ e " dt.

Ahora, podemos aplicar el PTFC y obtenemos que

2

G'(z) =sen’z y F'(z)=e".
Por otro lado, aplicando la regla de cadena a f obtenemos que
f'(=) = F'[G(H(2))|G'(H(z)) H'(z).

z2

En consecuencia, f'(z) = 2z sen?(z?)e~(Ja sentdty2,

2. Usaremos el PTFC y el teorema de Darboux para dar otra prueba del
teorema de Bolzano.

En efecto, supongamos que f : [a,b] — IR es continua en [a,b] y que
f(a) < 0 < f(b). En consecuencia, f € Ry, y por el PTFC la fun-
cién F : [a,b] = IR dada por F(z) = F(a) + [ f(t)dt satisface que
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F'(z) = f(z) para todo z € (a,b).
Por otro lado, por la hipdtesis

F'(a) = f(a) < 0 < f(b) = F'(b).

Asi, por el teorema de Darboux existe ¢ € (a,b) tal que F'(c) = 0, es
decir, f(c¢)=0.

Nota 7.8.4.

1. Del PTFC se sigue que st [ es continua en [a,b] y f = F’ para alguna
funcion F, entonces fab f(t)dt = F(b) — F(a).

2. Toda funcién F' que satisfaga F' = f en [a, ] se llama una primitiva
de f en [a,b]. Asi, por el PTFC toda funcién continua f : [a,b] = R
posee una primitiva F : [a,b] — IR dada por F(x)= F(a)+ [ f(t)dt.

3. No toda funcién integrable es la derivada de alguna funcién F'. Por
ejemplo la funcién f:[0,2] — IR dada por

0 s1i 0<t«1
f(t)_{l si1<t<2

es claramente f € Rjp 3 y tiene una discontinuidad de primera especie
en z = 1. Luego, por el teorema de Darboux, f # F’ en [0,2] para
cualquier funcién F en [0, 2].

Teorema 7.8.5. (Segundo Teorema Fundamental del Célculo (STFC) )
Sea f € Rioy y f = G’ para alguna funcion G. Entonces

f? f(z)dz = G(b) — G(a).

Prueba: Sea Pi{to =a,...,tn = b} € Play. Luego, como G es derivable
en [ti_1,%], i = 1,n, entonces G es continua en (¢;_y,t;) y por el teorema del
valor medio existe ¢; € (¢;-,1;) tal que

G(t:) — G(t:i)
ti—tiaa

G'(c;) = (70)

2 = 1,n. Ahora, por la hipdtesis y (71) se sigue que
G(t:) — G(ti-1) = Atif(e), (71)
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i =1,n.
Por otro lado, como m; < f(¢;) < M;, i
que

1,n. Entonces por (72) se tiene

m;At; < Atif(e;) < MiAt; = L(f, P) At f(e:) < U(S, P)

-

=1

3

= L(f,P)< ) [G(t:)—G(t:i-1)] SU(f, P)

= L(f,P) < G(b) - G(a) <U(f, P).  (72)

En consecuencia, por (73) y la nota 7.2.2(3), se verifica que

J} f=G(b) - G(a)

7.8.6.
La funcién F : IR — IR dada por

z?sen(:) si z#0

Fle) = { 0 si =0
es una primitiva de alguna funcién f discontinua.

En efecto, veamos que F' es derivable en z = 0. Nétese que, para todo A # 0
se tiene

cuando h — 0. Asi,

p zsen(l) —cos(1) si z#0
F(z) :{ 0 si =0

Por lo tanto, basta tomar f : R — IR, dada por f(z) = F'(x) para cada
z € IR. Claramente, f no es continua en x = 0 (verificarlo). Ademas, por el

STFC, [7 f(z)ds = F(2) — F(0) = 4.

T2
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7.9. Integraciéon en Términos Elementales

Teorema 7.9.1. (Sustitucién de variable )
Sean f :la,b] > R continua y g: [c,d > R tal que ¢ € Rq. St
g([c,d]) C [a,b], entonces

9(d)

ey = / flo(=))g'(z)dz.

gle
Prueba: Como f es continua en [a,b], entonces por el PTFC f tiene una
primitiva F': [a,b] — IR y por el STFC se tiene que

g(d)
(z)dz = Flg(d)] — Flg(c)]. (73)

g(¢)
Ahora, por el PTFC, F' es derivable. En consecuencia, por la hipotesis y la
regla de la cadena

(F'og)'(t) = F'lg(t)lg'(t) = flg(t)lg' (1),
para todo t € [c,d]. Asi, Fog:[c,d] & IR es una primitiva de la funcién

(fog)g : [c,d] = IRy por hipétesis, (fog)g' € R q-. Por lo tanto, aplicando
el STFC obtenemos que

d
[ 1eagind = (Fogd) - (Fog)o
= Flg(d)] - Flg(e)]. (74)
Luego, por (74) y (75) el teorema queda probado. i

Teorema 7.9.2. (Férmula de integracién por partes )
Sean f,g: [a,b] = R funciones con derivadas Riemann integrables en [a, b].
Entonces

b b
| #@igt@s = ) - f@ygta) - [ f@g(e)da.
Prueba: Como f y g son funciones derivables en [a,b], entonces

(fg9)(z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z). asi, fg es una primitiva de la funcién
f'g+ fg¢'. Luego, por el STFC se tiene que

b b
/af(x)g'(w)dfv=[f(b)g(b)—f(a)g(a)]—/ f'(z)g(z)dz.
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Teorema 7.9.3. (De valor medio para integrales )
Sean f,g: [a,b] = R funciones tales que g € R}, y no negativa en [a,b], y
f continua. Entonces existe ¢ € [a,b] tal que

/ f(@)g(x)dz = f(c) / o(z)d. (75)

Prueba: Si g = 0 en [a, b], entonces (76) el resultado es evidente.
Supongamos que f # 0 en [a,b]. Como f es continua en [a, b], por el corolario
593, m = inf(f),M = sup(f) € f([a,b]) y m < f(z) < M para todo
z € [a,b]. Ahora, como g > 0 en [a, b] se sigue que

mg(x) < f(z)g(z) < Mg(z), (76)

para todo « € [a,b]. Luego, por el teorema 7.6.1(4) y (77) se verifica que

/ dx</ flz :r)dw<M/ (77)

Luego, por ser g € R, y no negativa en [a, b] se tiene que f g(z)dz > 0.
En consecuencia, por (78) obtenemos que

)d
S @ga)e (78)
f g(z)dx
Asi, por (79) y la continuidad de f en [a, b], existe ¢ € [a,b] tal que
f(z)g(z)dz
fle) = f—
e
Es decir, (76) es cierto. [

7.10. Ejercicios

1. ;Qué funciones tienen la propiedad de que toda suma inferior es igual
a toda suma superior?

2. Usar la definicién de integral para calcular: [ 2%dz y ) 2%dz.
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10.

11.

12.

Probar que f: flz)dr = f::; f(z — ¢)dz, para todo ¢ € IR.

Probar que f;b f(z)dz = cfab f(cz)dz, para todo c € RR.
(a) Sea f : [a,b] — IR una funcién tal que f > 0 en [a,b]. Pruebe que

Si f es continua en zo € [a,b] y f(zo) > 0, entonces fab f>0.

(b) Sea f : [a,b] = IR una funcién continua tal que f > 0 en [a,b].
Probar que si fab f =0 entonces f =0 en [a,b)].

Sea f continua en [a,b] y fab fg = 0 para toda funcién g continua en

[a,b]. Probar que f = 0 en [a, b].
Si  f es continua en [a,b], probar que existe ¢ € [a,b] tal que

L2 F=fle)b—a).

Sean f y g funciones continuas en [a,b] tales que fabf = fab g. Probar
que existe z € [a,b] tal que f(z) = g(z).
Sea f : [a,b] = IR una funcién Riemann integrable en [a, b]. Probar que

existe z € [a,b] tal que [ f = f: f.

Sea f € Bia ). Si para cualquier ¢ € (a,b), fs es Riemann integrable
en [c,b], probar que f € Ry, 4 y que

lim f*f=['F.

c—at

Sea f € R, v ¢,d € R. Sea g : [a,b] - R dada por

f(z) si z € (a,b)
glz) =< ¢ si T=a

d si =25

a) Probar que g € R,y fabg = fab f.
b) Probar quesi f € Rj,; y h coincide con f salvo un mimero finito
de puntos, entonces h € R, v fab h = fab f.

iEs cierto que si f? € Ry, entonces f € Ry, 7
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13.  Una funcion s : [a,b] — R se llama escalonada si existe una particion
P € Py tal que s es constante en cada subintervalo de P.

a) Probar que si f € Rjo). entonces dado € > 0 existen funciones
escalonadas s; y s, tales que

fabf-fabs] <e y fabs;,—fabf <e.
b) Si para cada € > 0 existen funciones escalonadas s; y s; tales que
s1 < f<syenla,bly f: Sg — f: s1 < ¢. Probar que, [ € R,y
¢) Sean f € Ry, y € > 0. Probar que existe una funcién g < f
continua en [a,b] tal que f:f - f:g <e.
14. Sea f :[a,b] = IR creciente en [a, b].
a) SiP ={to,...,ln} € Py, sea @ = {f'(to),..., f'(tn)}. Pro-
bar que L(f~%, P) + U(f,Q) = bf7'(b) — af~(a).
b) Probar que fab fr=bf"Yb)—afa) - fff_—ll(flb))f
15. Sea h:[0,1] = IR dada por
h(:v):{ 0 si zeR\Q

L siz=2, medim,n)=1

donde med(m,n) es el maximo comtin divisor entre m y n. Probar

a) h no es continua en Q N[0, 1].

b) h es continua en (R\@Q) N [0,1].
¢) L(h,P) =0 para toda P € P
d) h € Ry,

16. Dar un ejemplo de dos funciones una Riemann integrable y la otra no
Riemann integrable tal que la composicion sea Riemann integrable.

17. Dar ejemplo de dos funciones Riemann integrables cuya composicion
no sea Riemann integrable.

18. Sea g : [a,b] — IR una funcién mondtona con derivada Riemann in-
tegrable en [a,b]. Si f : [a,b] — IR es continua en [a,b], probar existe
c € [a,b] tal que
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¢ b
[} 79 =g(a) [Sf +9) [ T
19. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

3
a = ff sen3tdt.

) F(a)
) F(2) = [, Gramamdt
) F(z)
) F(a)

-~

(o)

r)= flg;(fsy 1+t2-1+sen2tdt)'
d

20. Calcular 9151_%% fOI e ¥V dt.

7.11. Algunas Sugerencias para la solucion
de los ejercicios

1. Un ejemplo esta dado en la parte inicial del capitulo.

2. Para la funcién f(z) = z? considere la particién P, = {to, - ,t,} de

[0,1] tal que t; = £,n € IN y recuerde el valor de }_; 4% Para la
funcién f(z) = z> proceda de manera similar al caso anterior.

3. Recuerde que P = {to,---,t,} es una particién de [a,b] si sélo si
Q={to+e¢ - ,t, + c} es una particién de [a + ¢,b + .

4. Proceda como en el ejercicio 3.

5. (a) Verifique que L(f, P) > 0 para toda particién P de [a,b].
(b) Aplique el método de reduccién al absurdo y la parte (a).

6. Elija g de tal forma que pueda aplicar el ejercicio 5(b).
7. Aplique el teorema 7.38 tomando una funcién g conveniente.
8. Aplique el ejercicio 7 a una funcién adecuada.

9. Defina una funcién G : [a,b] — IR continua y aplique el teorema de
Darboux.

10. Aplique €l corolario 7.20.
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11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.

Integral de Riemann

(a) Aplique la condicién de Integrabilidad de tal modo que la particién
P € Pl ) satisfaga que

sup{g(z): z € [a,t1]}At; —inf{g(x): z € [a, |} At < 45 y

€
4.

(b) Basta aplicar la parte (a) a cada subintervalo dado por los puntos
donde no son iguales f y g.

sup{g(z): z € [a,t;]}AL; <

Existe un contraejemplo sencillo.

(a) Aplique la condicién de integrabilidad y a partir de aqui defina las
funciones escalonadas adecuadas.

(b) Dado ¢ > 0 arbitrario existen particiones P, y P, de [a,b] tales

que fabsl - fab 83 < ¢, donde s; y sy son las funciones escalonadas
relativas a las particiones P, y P, respectivamente. Ahora, considere la
particion P = PLU P, = {lg,...,l,} tal que s1 y s, sean constantes en
(tic1,ti), = 1,n y asuma que sy(t;) = s2(t:) = f(ti), 1,n...

(c) Halle primero una funcién escalonada que satisfaga la propiedad
y luego, halle una funcién continua. Un dibujo sera de gran ayuda.

Formalice las ayudas que proporcionan los dibujos.
Consulte la referencia {17] de la Bibliografia.

Una de las funciones que no es Riemann integrable es la funcién de
Dirichlet.

La composicion de la funcion del ejercicio 15 junto con una funcién
conveniente debe dar la funciéon de Dirichlet.

Considere F' una primitiva de f en [a,b] y aplique el teorema 7.35 al
producto de F'y ¢’ en [a,b].

Proceda como en los ejemplos resueltos en el capitulo.

Proceda como en 19.
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7.12. Ejercicios Varios

L.

Defina la funcién In:IR*" — IR dada por

1
ln(x):/ —dt.
Lt

El ntimero In(z) se llama logaritmo neperiano de z.
1.1.- Demostrar que, In(z) <0 si 0 <z <1, In(1)=0 y In(z) >0
si x> 1.

1.2.- Demostrar que, la funcién In: IRt — IR es derivable, creciente y
existe un tnico z € R tal que In(z) = 1, tal z se escribe como,
T =e.

1.3.- Demostrar que, In(zy) = In(z)+In(y) Vz,y € R*.
1.4.- Demostrar que, In(z") = rln(z) Vr € Q.
1.5- Demostrar que, In:IR* — IR es sobreyectiva.
1.6.- Defina la funcién exponencial ezp: IR — IR* como la funcién
inversa de la funcién In:IRY — IR, asi,
ezp(z) =y <& In(y) ==z

Demostrar que, ezp : IR — IR" es una biyeccién creciente de clase

C',y (exp)'(z) = exp(z), y exp(z +y) = exp(x)exp(y) para todo
z,y € R. Ademads, exp(r) =€ para todo r € Q.

Sea f : [a,b] — IR derivable, con derivada continua, pruebe el TVM
para derivadas utilizando el TVM para integrales.

Sean f,g : [a,b] = IR funciones continuas. Probar que,
b 2 b b
[

Pruebe que si f : [a,b] — IR es integrable en [a, b]. Entonces la funcién

F :[a,b] = R dada por F(z) = [* f(t)dt es de Lipschitz.

Defina la funcién f : [0,1] — IR mediante: f(z) = 0 si = = 0
y f(g) = 35 si gz <« < 35, n € NN{0}. Probar que f es
integrable en [0, 1] y hallar la integral.
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