“1Como si se pudiera matar el tiempo
sin insultar a la eternidad!.”
Henry David Thoreau.

Capitulo 5

Modelo de mapas acoplados para el
colapso de caos estable.

El fenémeno asociado a la existencia de diversas modalidades en el comportamien-
to colectivo de sistemas de elementos dinamicos acoplados han tenido interpretaciones
importantes en el entendimiento de pr opiedades universales emergentes en el campo
de los sistemas complejos. En este aspecto, se focaliza el fenémeno de comportamiento
dindmico colectivo no trivial, bajo el cual surgen evoluciones temporales dispares de
cantidades macréscopicas y de variables microscépicas en un sistema [7]. Este compor-
tamiento se exhibe en dos modalidades. Por una parte, se ha descubierto la emergencia
de orden en la evolucién temporal de la dindmica de cantidades macroscopicas de un
sistema constituido por elementos caéticos interdctuantes (a modo de ilustracién, el
promedio espacial de los estados de los elementos de un sistema dado puede evolucio-
nar periodicamente en el tiempo, mientras que comportamiento de esos elementos es
cadtica y desincronizada). El comportamiento colectivo dindmico no trivial ha sido
extensamente investigado [52, 53, 54, 55].

En este sentido, la contribucion de la presente Tesis Doctoral consiste en consi-
derar la contraparte de este fenémeno que ha sido reportado y que consiste en la
persistencia de caos colectivo o desorden temporal a nivel macroscépico en sistemas
de elementos acoplados cuya dinamica individual es periddica. Este comportamiento
no trivial se ha denominado caos colectivo [9, 56, 57] y es uno de los fendmenos emer-
gentes menos entendidos en sistemas complejos. Nuestro aporte se dirige a investigar
el papel de las conexiones no locales en la emergencia de caos estable mediante el
estudio de diversas topologias y para ello se consideran redes globalmente acopladas,
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redes regulares con acoplamientos no locales, redes de pequeno mundo y redes alea-
torias.

Las redes de pequeno mundo se caracterizan por tener una distancia media entre
nodos pequena y un coeficiente de agrupamiento grande. Para construir estas redes
emplearemos el algoritmo de Watts y Strogatz [65] en el cual se parte de una red
regular donde cada nodo tiene k£ vecinos y se recablean las conexiones hacia otros
nodos con una probabilidad p. Para p = 0, la red es completamente regular, mientras
que para p = 1, la red es completamente aleatoria. La red de pequeno mundo se forma
para valores intermedios de la probabilidad p.

La motivacién para investigar caos estable en este tipo de redes proviene de las
topologias de conectividad realistas de sistemas biolégicos, tecnologicos y sociales, las
cuales en general no son completamente regulares ni completamente aleatorios, sino
que poseen propiedades de redes de pequeno mundo. Se ha reportado en diversas in-
vestigaciones que la topologia de la red tiene influencia en las propiedades colectivas
de sistemas espacialmente extendidos. Por ejemplo el acoplamiento no local puede
incrementar la capacidad de sincronizacién y afectar la estabilidad de patrones en
redes dindmicas, lo cual se atribuye generalmente a la disminucion de la longitud
caracteristica media en la red.

Estudiaremos diversas cantidades macroscopicas para monitorear la presencia de
caos colectivo estable, tales como el campo medio H; y la desviacién estandar media
(o) en funcién de los pardmetros de la red k y p. Del mismo modo, calcularemos esas
cantidades en funcion del pardametro de acoplamiento e. El colapso de caos estable
ocurre en las regiones de parametros donde el campo medio del sistema tenga el
mismo periodo que el mapa local y (o) = 0.

5.1. Sistema globalmente acoplado.
Iniciaremos la investigacion de las conexiones no locales, considerando el caso

extremo en el que todos los elementos de un sistema estan a su vez conectados con
todos, de tal forma que definimos a un sistema de mapas acoplados globalmente como

T = (L= (@) + 5 Y flad), (5.1)

donde, 7! es el estado del i-ésimo mapa descrito por una variable continua para el
tiempo discreto ¢, con i = 1,2,..., N; f(z) es una funcién que describe la dindmica
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local y que en nuestro caso corresponde a la ecuacién (3.10) que define al mapa PLOK
y € es el pardmetro de acoplamiento.

Se seleccionan los pardmetros locales, a,b y ¢ del mapa (3.10) de forma tal que
la dindmica local converja hacia una érbita superestable de periodo tres; es decir, se
escoge en nuestro caso a = 0,1, b =25y ¢ =0 [56] (véase la Figura 3.6).

En la Figura 5.1 observamos el comportamiento del sistema globalmente acoplado
a través de su campo medio, H;, en donde observamos que el sistema alcanza colec-
tivamente el atractor periodico estable, y de hecho lo hace en muy pocas iteraciones
(del orden de 10') a partir del valor de acoplamiento ¢ ~ 0,176 hasta ¢ = 1, tradu-
ciéndose en la emergencia de un comportamiento colectivo periodico sincronizado, lo
cual se evidencia en el monitoreo de su desviacién estandar promedio (o).

Figura 5.1: Panel derecho: Diagrama de bifurcacion del campo medio Hy (cuadro su-
perior) y la dispersion media (o) (cuadro inferior) en funcién de €, para el sistema
(3.15) con k =2 yp =0 (red unidimensional reqular), con N = 10*. Panel izquier-
do: Diagrama de bifurcacion del campo medio Hy (cuadro superior) y la dispersion
media (o) (cuadro inferior) en funcion de €, para el sistema (5.1) con k = N y
p = 0. En ambos casos el tamario del sistema es N = 104, y para cada valor de €
son graficados 10° valores de Hy, después de haber descartado 10* transientes. La
cantidad (o) fue calculada como el promedio de 10® valores de oy, después de haber
descartado 10* transientes.

La Figura 5.1 nos muestra que efectivamente la topologia juega un rol en la emer-
gencia de este comportamiento colectivo ordenado, y que contrasta con el trabajo
original de Politi y colaboradores [9].
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Ahora queda por analizar el comportamiento de la regién comprendida entre
e € (0, 0,176), la cual estd asociada al régimen de caos colectivo estable, el cual
es efectivamente, un estado supertransitorio; es decir, que el tiempo de convergencia
hacia el estado sincronizado de periodo tres aumenta exponencialmente con el tamano
del sistema. En tal sentido, hemos verificado que, aun para un sistema pequeno de
N = 10 mapas, se requiere del orden de 10 iteraciones para que el sistema alcance su
estado sincronizado de periodo tres para ciertos valores particulares de € € (0, 0,176)
y que dependeran obviamente de las condiciones iniciales. Luego, el caos colectivo es
el estado efectivamente observable en la practica en esos rangos de parametros.

5.2. Colapso de caos estable en redes de pequeno
mundo.

Utilizaremos el algoritmo de construccién de redes de pequeno mundo propuesto
originalmente por Watts y Strogatz [65]. Comenzamos de un anillo con N nodos,
donde cada nodo esta conectado a sus k vecinos mas cercanos. Entonces, cada co-
nexion es redirigida al azar con una probabilidad p hacia cualquier otro lugar de la
red, evitando las autoconexiones y las conexiones duplicadas. Posteriormente al pro-
ceso de recableado o reconexién, el numero de elementos conectados a cada nodo (los
cuales denominaremos el los vecinos de ese nodo) puede variar, pero el nimero total
de enlaces en la red es constante e igual a Nk/2. Se supone que todos los enlaces
son bidireccionales. Para p = 0, la red es completamente regular, mientras que para
p = 1, la red resultante es completamente aleatoria. Con este algoritmo, una red de
pequeno mundo se forma para valores intermedios de la probabilidad p. La condicion

logN < k< N, (5.2)

se emplea en el algoritmo para garantizar que ningtin elemento quede aislado luego
del proceso de recableado, lo que da lugar a un grafo conexo.

Para encontrar las regiones de comportamientos de tipo pequeno mundo y aleato-
rio en esta red, se deben calcular dos cantidades: 1.) el coeficiente de agrupamiento
C; para cada nodo 7, el cual esta dado por el cociente entre las conexiones existentes
E; entre sus k; vecinos y el niimero total de posibles conexiones entre estos, el cual es
ki(k; —1)/2 [87]. Entonces, el coeficiente de agrupamiento C' de la red se define como
el promedio de los coeficientes de agrupamiento de todos los nodos,

&ﬂ@:<aggﬁ; (5.3)
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en otras palabras, el coeficiente de agrupamiento indica la fraccién media de los
vecinos k; del nodo i que son vecinos entre si; 2.) la longitud caracteristica de la red,
la cual se define como el promedio de las distancias mas cortas entre todos los pares
de nodos de la red. El promedio de estas distancias al nodo 7 es

L) = (Loini,5)) (5.4)

donde Ly (7, j) representa la distancia més corta entre el nodo i y el nodo j. Aqui la
distancia se define como el niimero de conexiones entre dos nodos. En consecuencia,
la longitud caracteristica de la red es

L= (L(i)), (5.5)

promediada para todos los nodos .

Figura 5.2: Coeficiente de agrupamiento normalizado C/C(0) (linea continua) y
longitud caracteristica normalizada L/L(0) (linea segmentada) en funcion de la
probabilidad de reconexion p. Pardmetros fijos k = 5, N = 10*. La normalizacién
es efectuada con respecto a una red regular (p = 0). Las regiones donde emergen
una red regular, una red de pequeno mundo (region sombreada) y una red aleatoria
se indican. La parte inferior de la figura ilustra esquemdticamente la forma de la
red en cada region.

La Figura 5.2 muestra el coeficiente de agrupamiento normalizado y la longitud
caracteristica en funcion de la probabilidad de recableado p para una red construi-
da con el algoritmo descrito anteriormente. La regién p € (0, 0,001) corresponde a
una red con comportamiento regular. La red de pequeno mundo surge en el rango
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p € (0,001, 0,2), debido a que el coeficiente de agrupamiento C' es alto en compara-
cién con el de una red aleatoria y, adicionalmente, posee una longitud caracteristica L
pequena con respecto a una red regular. Finalmente, una red aleatoria emerge desde
p=0,2 hasta p = 1.

El estado de cada nodo en la red puede ser descrito por una variable continua, la
cual evoluciona de acuerdo a una regla determinista dependiendo de su propio estado
y de los estados de sus vecinos en un tiempo dado. Definimos un sistema de mapas
acoplados difusivamente sobre una red generada mediante el algoritmo anteriormente
expuesto, segun la expresion (3.11)

vi = ) + m S [fad) — (o), (5.6)
Jjev(i)

donde, z! es el estado del i-ésimo mapa para el tiempo discreto ¢, coni =1,2,..., N;
k(i) es el nimero de elementos conectados al elemento i; v(7) es el conjunto de veci-
nos de i; f(x) es una funcién que describe la dindmica local que corresponde al mapa
PLOK y € es el parametro de acoplamiento.

El sistema (3.11) se puede escribir en forma vectorial como
X1 = [(1 — ) T+ eM] f(xy), (5.7)

donde los vectores N-dimensionales x; y f(x;) tienen componentes [x,], y [f(x;)];, =
f(x%) respectivamente, I es la matriz identidad N x N, y M es una matriz simétrica
N x N cuyas componentes son M; ; = k(i)™ s{ j € v(i) y M, ; = 0 en caso contrario.

El anélisis de estabilidad lineal del estado completamente sincronizado f(x}) =
f(x;) = H conduce a la condicién

[(1—€) +emlet| <1, (5.8)

donde py (kK = 0,1,...,N — 1) son el conjunto de autovalores de la matriz M, y
A es el exponente de Lyapunov del mapa local f. Para los valores escogidos de los
pardmetros a, b y ¢ en el mapa local, A — —o0; y de esta forma la condicién de
estabilidad es siempre satisfecha. Como una consecuencia, la evolucién a largo plazo
del sistema acoplado difusivamente estd confinada a su atractor periddico. A pesar
de esta limitacién, se mostrara que pueden ser observados regimenes dinamicos muy
diferentes; dependiendo del acoplamiento € y de la conectividad k.

Con el propdsito de estudiar la influencia de las conexiones de largo alcance en el
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Figura 5.3: (o) en funcién de la probabilidad de reconexién p, € = 0,384, N = 10*
y k = 10. La cantidad (o) es el promedio de 102 valores de oy después de haber
descartado 3 x 10?* transientes. Para cada valor de p fueron hechas 10 realizaciones,
mostrandose para cada punto el promedio de las mismas y sus barras de error
asociadas. En cada paso de barrido en el parametro p, se emplean condiciones
iniciales aleatorias zf, € [0,1]. Las regiones mostradas corresponden a redes: (1)
regulares; (2) pequenio mundo, (3) aleatorias.

colapso del caos estable, calculamos la cantidad (o) como funcién de la probabilidad
de recableado p, para diferentes valores de pardmetros del sistema (3.11), tal como se
muestra en la Figura 5.3. Nétese que existe un valor critico de la probabilidad p por
encima del cual el sistema alcanza un estado sincronizado, para el cual (o) — 0. Este
estado sincronizado corresponde a la orbita superestable de periodo tres del mapa
local (3.10) Luego, la presencia de un nimero suficiente de conexiones de largo alcan-
ce, asociadas con un aumento de p en la red, contribuye al colapso del caos colectivo
estable en este sistema. Para el caso ilustrado en la Figura 5.3, se encuentra que
este valor critico de probabilidad es p. = 0,22 considerando el tamano del sistema
N = 10* y de la intensidad de su acoplamiento que en esta situacién corresponde a
e = 0,384. Tomando como referencia la Figura 5.2 vemos que este valor de p. = 0,22
se asocia a una red de tipo aleatorio.

La Figura 5.4 presenta una visualizacién de los patrones espaciotemporales en el
sistema (3.11) con k = 10, correspondientes al estado de caos colectivo estable (panel
izquierdo con p = 0,1 y € = 0,1) y al estado sincronizado de periodo tres (panel dere-
cho siendo sus valores de parametros p = 0y € = 0,77.). Son mostradas en cada figura
las iteraciones desde el instante inicial ¢ = 0 hasta ¢ = 10000. Obsérvese en el panel
derecho la rapida convergencia del sistema hacia el estado sincronizado periddico.
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Figura 5.4: Visualizacion de patrones espaciotemporales asintdticos en el siste-
ma (3.11) con k = 10 y N = 10*. El eje vertical representa los estados i de
los mapas (sin orden espacial) y el eje horizontal corresponde al tiempo. El cddigo
de colores se ha calibrado con respecto a los valores de la orbita superestable de
periodo tres del mapa (3.10) y se ha utilizado el entorno grdfico PGPLOT. Panel
1zquierdo: caos estable; p = 0,1, € = 0,1. Panel derecho: estado sincronizado de
periodo tres; p =0, e = 0,77.

Los resultados de la exploracién del sistema (3.11) para el caso k = 10 en el espacio
de pardmetros (p, €) son mostrados en la Figura 5.5. Han sido seleccionados para cons-
truir esta figura 61 valores de acoplamiento € € (0, 1] y 101 valores de probabilidad de
reconexién p € [0, 1] y se calculé (o) como el promedio de 10? valores de o; luego de
haber descartado 3 x 10* transientes, y fueron llevadas a cabo cien realizaciones con
condiciones iniciales diferentes. Se ha calculado también de manera similar los espa-
cios de pardmetros (p, €) para valores del nimero promedio de elementos conectados
k a un elemento i del sistema (3.11), siendo estos valores k = {12,14, 16, 18,20}. La
forma de las gréaficas obtenidas son cualitativamente similares a la Figura 5.5, para
cuyos casos fueron empleados 20 valores de acoplamiento € € (0,1] y 101 valores de
probabilidad de reconexién p € [0, 1]. Debido al menor coste en tiempo de cémputo
invertido, se invéstigo en mayor detalle el caso k = 10, e ilustraremos en la Figura 5.6
en donde se grafica (o) como funcién de la probabilidad de recableado p, que cierta-
mente ocurren comportamientos similares en otros valores de k. En la Figura 5.6(a)
se muestra el caso para k = 14 y € = 0,40, en cambio se muestra en la Figura 5.6(b)
el comportamiento del sistema para k = 16 y ¢ = 0,65. En ambos casos, el tamano
del sistema es N = 10



65

Figura 5.5: Diagrama de fase sobre el plano (p, €) para los estados sincronizados del
sistema indicado por la ecuacién (3.11) para un valor fijo de k = 10. Las regiones
sombreadas indican en donde se ha alcanzado el estado sincronizado de periodo tres
(caos transitorio), las regiones en blanco corresponden a comportamientos asociados
a caos estable para el valor de tiempo empleado en ésta grafica.

Ahora tomando en cuenta un valor de probabilidad de reconexién p que este ubi-
cado en una regioén cuya topologia este asociada a una red aleatoria, consideraremos
el efecto de aumentar el valor del ntimero promedio de elementos conectados k, el
cual es mostrado en la Figura 5.7 en donde se ha calculado (o) en funcién de k para
el valor fijo de p = 0,71 y € = 0,60. Se puede apreciar que efectivamente al aumentar
el niimero de conexiones no locales, el sistema es conducido desde un régimen de caos
estable (k = 10) hacia el estado sincronizado ((¢) = 0) de periodo tres, siendo en este
caso el valor critico de k, k. = 20. En este caso, vemos como la topologia juega un rol
fundamental, ya que para este caso de red aleatoria se requiere tener un promedio de
k = 20 elementos conectados por cada elemento ¢ en claro contraste con el caso de
una red regular unidimensional en donde se requiere un valor de k = 298 elementos
conectados en cada elemento ¢ (véase la Figura 5.8).

A la vista de los resultados presentados en este Capitulo, se interpreta que para los
valores seleccionados de los pardmetros a, b, y ¢ en el mapa local (3.10), y empleando
el analisis de estabilidad lineal para obtener la condicion de estabilidad en la érbita
sincronizada (ver Apéndice A) de perfodo tres en el sistema (3.11) con cualquier valor
de k, viene dado por

’(1—e+%uj) e)" <1, (5.9)

siendo p; los autovalores asociados a la matriz de acoplamiento M del sistema (3.11).
Para el caso particular que estamos investigando, una érbita superestable de periodo
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Figura 5.6: (o) como funcion de la probabilidad de recableado p, para diferentes
valores de los pardmetros del sistema indicado por la ecuacion (3.11) con N = 10%.
Se ha calculado (o) como el promedio de 10% valores de oy luego de haber descartado
3x 10* transientes, y han sido llevadas a cabo 100 realizaciones de valores diferentes
en las condiciones iniciales para cada valor de p. (a) k = 14, e = 0,40; (b) k = 16,
e = 0,65.

tres, lo cual implica que su exponente de Lyapunov es A — —o0, y en consecuencia la
ecuacion (5.9) es satisfecha siempre, independientemente de la topologia empleada,
eso si, bajo la condicion de superestabilidad de la érbita periddica asociada a la
dinamica local. Esto implica que las regiones de caos estable definidas en la Figura 5.5
convergeran hacia el atractor periddico estable de periodo tres, una vez finalizado su
comportamiento supertransitorio. Hemos hecho algunos calculos al respecto, en don-
de podemos senalar que para un sistema de 10 elementos, se precisa en promedio
del orden de 10'° iteraciones. De esta manera, se tiene evidencia del rol crucial de
la topologia de conectividad de la red sobre el colapso del caos estable en sistemas
espaciotemporales. La presencia de interacciones en el sistema tipo red de pequeno
mundo o red aleatoria parece ser un factor determinante de este proceso. Estos efectos
han sido reportados por Gonzalez-Estévez y Cosenza [88, 89).

El resultado del régimen supertransitorio es muy interesante, en la medida en que
el comportamiento transitorio, que habitualmente es considerado irrelevante, es es-
tadisticamente estacionario. En otras circunstancias, el transitorio es un régimen en
el que no observamos estacionariedad de ninguna clase, dado que se supone que el
sistema converge hacia el comportamiento realmente estacionario, caracterizado final-
mente por un atractor. En este caso, sin embargo, el transitorio es estadisticamente
estable y, a menos que dispusiéramos de un conocimiento muy detallado del sistema
(como por ejemplo, el espectro completo de exponentes de Lyapunov) no podriamos
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Figura 5.7: (o) en funcién de k para el valor fijo de p = 0,71 y ¢ = 0,60 (red
aleatoria). La cantidad (o) fue calculada sobre el promedio de 10? valores de o luego
de haber descartado 3 x 10* transientes, y fueron llevadas a cabo 100 realizaciones
de condiciones iniciales diferentes para cada valor de k

distinguirlo de un comportamiento cadtico tipico. Por este motivo, hablamos de su-
pertransitorios, que seran, para un sistema incluso moderadamente pequeno, el tinico
comportamiento realmente observable.

5.3. Influencia del tamano de la vecindad en el co-
lapso del caos estable.

Tomando como referencia el caso previamente estudiado con acoplamiento global,
seguidamente analizaremos el efecto de incrementar el tamano de la vecindad entorno
a un elemento 7 y para ello se empleara una red regular unidimensional con condicio-
nes de contorno periédicas, en donde cada elemento 7 estara conectado con un nimero
k de vecinos que serd incrementado progresivamente.

En la Figura 5.8 se muestra el resultado del célculo de (o) promediado para cien
realizaciones de diferentes condiciones iniciales en funcién de la interaccion entre los
elementos acoplados k, en donde hemos explorado valores de k = 2 (vecinos més
cercanos) hasta k = 60, y en donde efectivamente se aprecia el rol que juegan las
conexiones no locales.

A continuacion se estimara el valor critico de k, es decir, k. bajo el cual el sistema
colapsa hacia su atractor peridédico estable de periodo tres, empleando para ello los
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Figura 5.8: Influencia del tamano de la vecindad para una red regular unidimensio-
nal con acoplamiento € = 0,20 y cuyo tamafio es N = 10%.

datos de la Figura 5.8, y efectuando un ajuste del tipo exponencial (ya que es el mejor
ajuste que aproxima el comportamiento), obtenemos

(o(k)) = 0,14357 + exp {—0,047732k} , (5.10)

y de esta expresién (5.10) se obtiene que son requeridos k. = 298 elementos aco-
plados en cada elemento i para lograr la sincronizacién en esta topologia (dentro de
la precisién de (o) = 1077). Considerando que el tamarfio del sistema corresponde a
N = 10* elementos, la fraccién minima correspondiente de elementos para que se de
dicha condicién en el caso de una red regular unidimensional es f = k./N = 0,0298
que representa el 2,98 % de los elementos acoplados en el sistema.

Resultados preliminares obtenidos con este modelo muestran que el colapso del
caos estable puede ser inducido mediante conexiones no locales. Este resultado sugiere
que la persistencia del caos espaciotemporal colectivo puede ser un fenémeno asociado
a la geometria del sustrato espacial del sistema y, por lo tanto, podria ser controlado
en situaciones practicas.



“Creo para comprender,
y comprendo para creer mejor.”
San Agustin.

Conclusiones

En esta Tesis hemos investigado el surgimiento de comportamientos colectivos es-
tadisticos y dindmicos no triviales en sistemas espaciotemporales mediante modelos
de mapas acoplados con ingredientes minimos. En ambos modelos propuestos, estas
propiedades macroscépicas no estan presentes en los elementos locales, sino que emer-
gen a partir de las interacciones entre ellos.

Hemos propuesto un modelo determinista, local y homogéneo con acoplamiento
no aditivo, conceptualmente simple y con ingredientes minimos, para explicar distri-
buciones de probabilidad no Gaussianas que se observan en muchos sistemas fuera
de equilibrio. Este modelo consiste en un sistema dinamico espaciotemporal descrito
por una red de mapas acoplados en una y dos dimensiones con interacciéon entre sus
vecinos mas inmediatos. En particular, el modelo permite capturar la fenomenologia
bésica de interacciones econémicas y conduce de un modo natural a las distribuciones
de riqueza observadas en sociedades reales.

En contraste con la mayoria de modelos de mapas acoplados generalmente usados,
donde el acoplamiento es de tipo difusivo (aditivo), el modelo aqui propuesto posee
un acoplamiento no aditivo y exponencial.

Los modelos previos asumen aleatoriedad y heterogeneidad en los agentes economi-
cos para producir distribuciones de probabilidad, ya sea tipo leyes de potencia o
distribuciones exponenciales. Para producir una u otra distribucion, esos modelos re-
quieren cambios drasticos y estructurales, hasta el punto de convertirse en diferentes
modelos para cada tipo de distribuccion. En cambio, en nuestro modelo las inter-
acciones locales (la “microeconomia”) determinan completamente las caracteristicas
macroscopicas del sistema; es decir, la macroeconomia constituye un comportamiento
colectivo emergente. Como consecuencia, fenémenos como la desigualdad en la dis-
tribucion de riqueza en el sistema surgen como resultado de procesos dindmicos que
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tienen lugar a nivel local. Los comportamientos tipo Pareto o Boltzmann-Gibbs en
nuestro modelo se obtienen mediante un cambio suave de los parametros del sistema,
sin requerir modificaciones estructurales ni hipotesis adicionales.

Nuestros resultados sugieren que en sistemas de agentes econémicos interactivos
se pueden conseguir distintas regiones de parametros en las cuales la distribucién de
riqueza manifiesta comportamientos tipo exponencial (BG) o leyes de potencia (Pa-
reto), los cuales han sido observados en sistemas econémicos reales. Por otro lado,
se evidencia el rol que juega la conectividad de cada agente con su entorno en el
surgimiento de comportamientos colectivos en el sistema.

Entre las futuras extensiones de este modelo estd la posibilidad de modificar la
regla de acoplamiento entre los mapas para encontrar los dos tipos de distribucién
de riqueza coexistiendo para los mismos valores de parametros, con una distribucion
exponencial BG para los agentes con ingresos bajos y medios, y una distribucién de

Pareto para aquellos con ingresos altos, tal como se observa en datos econdémicos
reales [90].

Por otro lado, hemos estudiado un comportamiento colectivo dindmico no trivial
de mucha relevancia en sistemas espaciotemporales, como es el caos colectivo estable.
Para este fin, hemos empleado un modelo de mapas acoplados donde la dinamica local
es individualmente periédica, pero que produce el fenémeno de caos estable debido a
las interacciones de los elementos. En particular, hemos investigado la influencia de
la topologia de conectividad de la red en la persistencia de caos estable.

La naturaleza transiente del caos colectivo observado en el sistema (3.11) implica
que eventualmente el comportamiento de caos estable observado para ciertos rangos
de parametros en las figuras anteriores convergerd hacia el atractor periddico esta-
ble de periodo tres del mapa local (3.10). Sin embargo, el régimen de caos colectivo
estable es, efectivamente, supertransitorio; es decir, que el tiempo de convergencia ha-
cia el estado sincronizado de periodo tres aumenta exponencialmente con el tamano
del sistema. En tal sentido, hemos verificado que, aun para un sistema pequeno de
N = 10 mapas, se requiere del orden de 10 iteraciones para que el sistema alcance
a su estado sincronizado de periodo tres. Luego, el caos colectivo es el estado efecti-
vamente observable en la practica en esos rangos de parametros.

El régimen transitorio es estadisticamente estable y no podemos distinguirlo de
un comportamiento cadtico tipico. Por este motivo los estados supertransitorios son,
incluso para un sistema moderadamente pequeno, el tinico comportamiento realmente
observable. La existencia de un régimen supertransitorio es interesante en la medida



71

en que este comportamiento, que habitualmente es considerado irrelevante, es es-
tadisticamente estacionario.

Notablemente, las Figuras 5.3 y 5.4 muestran que el sistema puede alcanzar el
estado sincronizado de periodo tres cuando se cambia la topologia de la red. Nues-
tros resultados evidencian el rol fundamental de la topologia de conectividad de la
red para el colapso del caos estable en sistemas espaciotemporales. La presencia de
interacciones de largo alcance entre los elementos del sistema, inducidas por la pro-
babilidad de recableado p, facilitan la transmision de informacién y la posibilidad de
sincronizacién en redes de pequeno mundo y en redes aleatorias.

Hemos encontrado que la persistencia del caos estable en sistemas espaciotempo-
rales depende sustancialmente de propiedades topolédgicas del sustrato espacial y, por
lo tanto, no son propiedades estructuralmente robustas.

Nuestros resultados contribuyen a la sustentacion del punto de vista constructi-
vista en el modelado de los sistemas complejos en el sentido que los comportamientos
colectivos resultan de la competencia e interaccion entre propiedades dinamicas y
propiedades topoldgicas de esos sistemas. Especificamente comportamientos colecti-
vos (tales como sincronizacién, formacién de patrones, procesamiento de informacion,
comportamientos colectivos no triviales, caos estable) observados genéricamente en
muchos sistemas complejos pueden ser modulados o controlados mediante cambios en
sus propiedades geométricas.



“Uno no es lo que es por lo que escribe,
sino por lo que ha leido.”
Jorge Luis Borges
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Abstract. A deterministic system of coupled maps is proposed as a model for
economic activity among interacting agents. The values of the maps represent the
wealth of the agents. The dynamics of the system is controlled by two parame-
ters. One parameter expresses the growth capacity of the agents and the other
describes the local environmental pressure. For some values of the parameters,
the system exhibits nontrivial collective behavior, characterized by macroscopic
periodic oscillations of the average wealth of the system, emerging out of local
chaos. The probability distribution of wealth in the asymptotic regime shows a
power law behavior for some ranges of parameters.

The study of wealth distribution in western societies has been a focus of much attention in the
emerging area of research of Econophysics. A power law behavior is found in many economic
activities, for instance, in income distributions. Typically, high income earners, amounting to a
few percent of the population, are distributed following a Pareto-like distribution. [1-5]. Hence,
inequality in the wealth distribution is a fact in most economic activities. The origin of such
behavior seems to be caused by the interaction of the macro with the microeconomy. Here we
propose a simple deterministic spatiotemporal model for economic dynamics where inequality
emerges as a result of the dynamical processes taking place only at the microscopic scale. That
is, the microeconomy fully determines the macroeconomic characteristics of the system.

The model [6] consists of N interacting agents representing companies, countries or other
economic entities, placed as nodes on a network. For simplicity, we shall assume that the agents
are distributed on a one-dimensional lattice with periodic boundary conditions. The state of
an agent i, ¢ = 1... N, is characterized by a real variable x¢(¢) € [0, c0] denoting its wealth or
richness at the discrete time ¢. The system evolves in time synchronously. Each agent updates
its state z4(7) according to its present state and the states of its nearest neighbors. Thus, in a
first approach, we propose that the value of x; () is given by the product of two terms; the
natural growth of agent i given by r(i)xz:(i¢) with positive local ratio r(7), and a control term
that limits this growth with respect to the local field

, (i) = % (e — 1) + 2e(i + 1] (0.1)

through a negative exponential with parameter a(7),

i1 (i) = (1) 24 (i) exp(= | 2.(i) — a(i) ¥4 (i) |)- (0.2)
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Fig. 1. H; as a function of r, for two values of a. For each
— T T T . value of r, H is plotted for 100 iterations, after discarding 9900
r transients. System size N = 10%. (a) a = 0.67. (b) a = 0.1.
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E Fig. 2. Log-log plot of the asymptotic probability distribution
] of wealth P(z) vs. agent wealth . The distribution P(zx) is
calculated averaging the outcomes at t = 10* of 100 realiza-
tions of random initial conditions. Parameter values are r = 12,
s " ., a = 0.67, N = 10* The slope obtained is o = —2.86 with a
Agent wealth (x) correlation coefficient 3 = 0.98.

The parameter r(i) represents the capacity of agent i to get richer and the parameter a(7)
describes the local selection pressure [7]. This means that the largest rate of growth for agent ¢
is obtained when x(i) ~ a(i)¥(7), i.e., when the agent has reached some kind of adaptation to
the local environment. In this paper we consider a homogeneous system with a uniform capacity
r and a fixed selection pressure a for all the agents.

The simplest collective behavior of the one-dimensional coupled map system described by
Egs. (0.1) and (0.2) corresponds to the synchronized or spatially uniform state. This state
satisfies x;(i) = z; and W:(¢) = x4, Vi, and its evolution is determined by the single map

xip1 = reeexp(— |(1 — a)zy]). (0.3)

For r < 1 the synchronized dynamics Eq. (0.3) relaxes to the stable fixed point z = 0, while for
r > 1 the synchronized system displays a sequence of bifurcations through different periodic
and chaotic attractors, except for the singular case a = 1. For r > 1 the stable fixed point is z =
log7/ |1 — a|. This point becomes unstable by a flip bifurcation at r = e2. For increasing r, the
entire period-doubling cascade characteristic of unimodal maps and other complex dynamical
behaviors are generated by Eq. (0.3). However, it can be shown that such synchronized states
are unstable. When a perturbation is introduced in the initial uniform state, the asymptotic
dynamical state of the system is found to be more complex.

In general, the collective behavior of the system can be characterized through the instanta-
neous mean field of the network, defined as

H, = ;2%@). (0.4)
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Figures 1(a) and 1(b) show a bifurcation diagram of H; as a function of the parameter r, for
two different values of the selection pressure a. In Fig. 1(a) it can be seen that H; reaches
stationary values with some intrinsic fluctuations due to the local chaotic dynamics. However,
for some parameter values, nontrivial collective behavior [9] can arise in this system as shown
in Fig. 1(b). In this case, a macroscopic variable such as the mean field or average wealth in
the system follows a periodic behavior coexisting with chaos at the microscopic level.

The statistical properties of the system can be expressed in terms of the probability distrib-
ution of wealth among the agents. For some values of the parameters r and a, the distribution of
wealth displays a power law behavior, as shown in Fig. 2. For the values of parameters chosen,
the probability distribution scales as P(x) ~ s, with @ = —2.86, similarly to scaling behaviors
of Pareto type directly obtained from actual economy data [8].

In summary, we have shown that a power law behavior in the probability distribution of
wealth can arise for some values of parameters in a deterministic system of interacting economic
agents, such as in the coupled map model considered here. In addition, nontrivial collective
behavior, where macroscopic order coexists with local disorder, can emerge in this system.
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