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Esta manana, antes del alba, subi a una colina
para mirar el cielo poblado, y le dije a mi alma:
“cuando abarqguemos esos mundos, y el conocimiento y
el goce que encierran, gestaremos al fin hartos y satisfechos?”
Y me alma dijo: “No, una vez alcanzados esos mundos,
proseguiremos el camino”.

Walt Whitman



A mas padres,

stempre en lo alto de la torre.

A Dreter, quien camina por aquf,

intensamente.
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Resumen

La estimacién de la edad de los Cimulos Globulares estd sujeta a un gran
nimero de incertidumbres. Este trabajo engloba nuestra contribucién a los es-
fuerzos en el desarrollo de técnicas mas precisas al problema de la estimacién de
la edad de estos viejos sistemas estelares. Proponemos un método para estimar
la edad de Cimulos Globulares mediante la implementacién de un novedoso es-
timador denominado W, introducido por Saha 1998, en relacién con el problema
del ajuste de isocronas. Presentamos los resultados obtenidos de la aplicacién de
tal método en la estimacién de la edad de los Cdmulos Globulares NGC 6397,
M92 y M3, y determinamos cuél isocrona, entre diferentes isocronas originadas a
partir de diferentes modelos de evolucién estelar, proporciona el mejor ajuste al

Diagrama Color-Magnitud del Ctimulo Globular en cuestién.

Particularmente, implementamos el método mencionado a dos poblaciones
estelares de diferente nimero de estrellas, por Cimulo Globular, y consideramos
tres diferentes modelos de evolucién estelar de distintos contenidos metéalicos. Por
medio de W medimos el grado de verosimilitud entre una poblacién y un modelo
de evolucién. Cuantificamos cudl de los modelos describe mejor las observaciones,
tanto por medio de W como por la prueba x?, y determinamos el intervalo de
confianza en el que el mejor valor estimado de la edad tiene oportunidad de

pertenecer, a un especifico coeficiente de confianza.

Los resultados obtenidos en la presente investigacién estdn resumidos en la
tabla 3.1. Nuestro andlisis estadistico arrojé que la distribucién de la poblacién
de 373 estrellas de NGC 6397 se apegd mejor a la isocrona de Yale de 14.00

Gaifos, comparada con la mejor estimacién de la edad considerando las isocronas



viii

de Padua y de Pisa, al igual que la poblacién de 1187 estrellas, cuya poblacién se
apegd mejor a la isocrona de Yale de 14.00 Gafios, comparada con las isocronas
de Padua . Por otro lado, para las 1482 estrellas que constituyen la poblacién
estelar de M92, tal distribucién se apegd mejor a la isocrona de Padua de 15.00
Ganos, comparada con las isocronas de Yale y de Pisa, mientras que la muestra de
4846 estrellas se apegé mejor a la isocrona de Padua de 14.75 Gafios, comparada
con las isocronas de Yale. Las muestras de M3, con 4929 y 10333 estrellas, se
apegaron mejor a la isocrona de Yale de 16.00 Gafios, que a las isocronas de

Padua y de Pisa.

Concluimos que, combinando tanto la estadistica de Saha como la prueba 2,
se logra obtener un método objetivo para estimar la edad de una poblacién estelar

simple, y cuantificar cudl modelo, entre varios, describe mejor las observaciones.

Finalmente, con los resultados obtenidos abrimos camino para futuros estu-
dios en el problema de la estimacién de la edad de Climulos Globulares. Sugerimos

posibles aplicaciones del método presentado.
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Capitulo 1

Introduccion

Los Cumulos Globulares (CG, en lo sucesivo) son grupos de 10%-10° es-
trellas en un arreglo esferoidal, localizados predominantemente a altas latitudes
galécticas; a bajas latitudes, estdn escondidos debido a la absorcién interestelar.
La estimacién de la edad de los Ciimulos Globulares (EECG, en lo sucesivo) es un
problema de gran interés en la Astrofisica, y constituye atin hoy en dia un campo
muy activo de investigacién. Los resultados cubren un intervalo entre 11 y 21
Gaifios! (Chaboyer 1995), y estdn sujetos a diversas incertidumbres. Numerosas
estimaciones de la edad més probable de los CG se han propuesto: Lejeune 1997
cita que la edad de los CG generalmente aceptada es de 15 Gafios, Jimenez 1997
estima una edad de 14 Gafios y D’Antona 1999 apunta a que los recientes resul-
tados parecen sugerir una edad comprendida entre 10 y 12 Gafios. Pero, ;por qué
es tan importante estimar la edad de CG y qué importancia tienen estos viejos

sistemas estelares?

11 Giga afio = 1x10° afios



Existe un buen nimero de razones para estudiar y comprender los CG, entre
las cuales se hallan las de naturaleza cosmoldgica, para estudiar la formacién de
la Via Lactea y para probar modelos de evolucién estelar, entre otras. Una de
las preguntas mds importantes en Cosmologia es la edad del Universo, y por ser
los CG probablemente los objetos mas viejos del Universo, la edad estimada de
ellos proporciona un limite inferior de la edad del Universo, ¢3. Por otro lado, la
edad estimada de los CG hasta los momentos, presenta un aparente conflicto con
la edad derivada de algunos modelos cosmolégicos. Por ejemplo, de acuerdo con
el modelo de Einstein-De Sitter (=1, Q,=0, t,=2/3H; "), t,2=9.3 Gafios (con
Hy=70 kms *Mpc~') y 8.2 Gafios (con Hy=60 km s~'Mpc~!), edades inferiores
que incluso las estimadas a los CG mds jévenes. Asi mismo, de acuerdo con el
modelo de la expansién acelerada (Riess et al. 1998), (con Q3,=0.3 y Q,=0.7),
tp=(14.2 £ 1.7) Gafios (con Hy=65 km s~!Mpc~1), edad que puede coincidir con
la estimada a los CG. La importancia de los CG en el estudio de la formacién
de la Via Lactea y otras galaxias reside en que los CG proporcionan un registro
de las condiciones reinantes durante la formacién y la evolucién temprana de la
Galaxia, ya que los CG se formaron, probablemente, cuando la Galaxia se formé.
De alli, los CG constituyen valiosas pruebas de los diferentes mecanismos de
formacién y/o evolucién de la Galaxia. Los CG también juegan un rol central en
la definicién de las diferencias entre poblaciones estelares y en las implicaciones
resultantes respecto a la estructura y evolucién galdctica. Los CG constituyen
un laboratorio ideal para probar la Teoria de Evolucién Estelar, puesto que, se
supone que las estrellas miembros del CG se formaron del mismo material, al

mismo tiempo y en el mismo lugar (poblacién estelar simple).

Nuestro conocimiento de los aspectos fundamentales, concerniente a los CG

ha tenido un enorme avance en afos recientes gracias al creciente nimero de ob-
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servaciones y al refinamiento de los modelos teéricos de evolucién estelar. Sin
embargo, es de resaltar que Tayler 1986, Sandage 1993 y Bolte et al. 1995 citan
que la edad ty, derivada de estimaciones para CG, comparada con las edades
del Universo, se encuentra, dependiendo del modelo, en aparente conflicto o en
concordancia. Si las estimaciones de ty estdn en conflicto, entonces, debemos
prepararnos para a) o adoptar modelos cosmolégicos més aceptables, b) o recon-
siderar las estimaciones de la edad absoluta de los CG (y dirigir la atencién a la
EECG con menores incertidumbres, con las herramientas de las que disponemos
hasta los momentos), ¢) o ambas. Segiin la visién tradicional, el punto algido
en el conflicto cosmoldgico se encuentra en las mediciones de los pardmetros cos-
moldgicos, tales como en Hy, Qv 24 (ya que hay inconsistencias externas en
sus determinaciones). Hendry 1997 reporta discrepancias hasta de un factor de
dos en las estimaciones de Hy y Ruiz-Lapuente 1997 cita que las barras de error
de los valores de Q; y de 24 son ain muy grandes, producto de las presentes
limitaciones observacionales y tedricas. La estimacién promedio de la edad de
los CG realizada por diversos grupos, presenta una menor dispersién que aquella
estimacién promedio determinada cosmolégicamente por las diversas teorias en
boga, por lo que las estimaciones de la edad de CG parecen proporcionar menores
inconsistencias internas (a pesar de las incertidumbres en el conocimiento de la

estructura estelar, por ejemplo).

Antes de introducir algunos de los métodos desarrollados para estimar la
edad de CG, definiremos, mediante un Diagrama Color-Magnitud (DCM, en lo
sucesivo) esquemético de un CG (ver figura 1.1), la notacién a seguir en lo sucesivo
para denotar las ramas, secuencias y sub-secuencias generalmente reconocidas en
el DCM de un CG, ademds de ilustrar la morfologia del diagrama. La figura

sélo intenta ser esquemdtica, la posicién exacta de las ramas, secuencias y sub-



secuencias del DCM difieren de ciimulo a cimulo, asi como del sistema fotométrico

utilizado, y algunas ramas puede que estén parcial o totalmente ausentes.

(B_ U)o

Figura 1.1: DCM esquemético de un CG. Muestra las ramas, secuencias y
partes de secuencias que se reconocen generalmente. SP= Secuencia Principal,
TOSP= “turn-off”de la Secuencia Principal, RA= Rezagadas azules, RSG= Rama
de las sub-gigantes, RGR= Rama de las Gigantes rojas, RH= Rama Horizontal,
RHR= Rama Horizontal roja, RHA= Rama Horizontal azul, RHAE= Rama
Horizontal azul extrema, RAG= Rama Asintética de las Gigantes, EB= Enanas

blancas.
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Diversos métodos para estimar la edad absoluta y relativas de CG han sido
desarrollados y usados ampliamente (ver Chaboyer et al. 1997 y Sarajedini et al.
1997 para una revisién). Sin embargo, tales métodos presentan algunas desventa-
jas y algunos de ellos proporcionan incertidumbres observacionales y tedricas en la
determinacién de la edad, hasta de un orden de 4 Gafos (Castellani 1998). Entre
algunas de las técnicas desarrolladas tenemos la llamada Mediciones directas
o ajuste de la Secuencia Principal (Chaboyer et al. 1997, Gratton et al.
1997 y Reid 1997), la cual se basa en la magnitud visual del TOSP como medida
directa de la edad del cimulo (M, (T°0)). Algunas ecuaciones se han desarrollado
que relacionan la M, (TO) con la edad y la metalicidad del cimulo (Bergbusch
1997). Lamentablemente, este método se aplica a ciimulos con enrojecimientos y
distancias bien determinadas y se requiere una buena fotometria para la SP y el
TOSP. Otra de las formas para estimar la edad de los CG es mediante el método
del ajuste de isocronas?. La isocrona que minimiza las discrepancias entre sus
ramas y las ramas del CG observado en el DCM, proporciona la edad del CG
(Stetson et al. 1996, Vandenverg 1983). Aunque este método se ha empleado
éxitosamente, las comparaciones directas entre el CG y la isocrona introducen
un cierto grado de subjetividad en la eleccién de la isocrona apropiada. Por otra
parte, las estrellas enanas blancas son de botencial importancia para estimar la
edad del CG, ya que son estrellas que estdn en la fase final de evolucién y la lumi-
nosidad de las més débiles en los CG puede usarse para estimar la edad de CG.
El método de la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas (Richer
et al. 1995, Renzini et al. 1996) estd basado en el ajuste de la curva tedrica de
enfriamiento (la cual relaciona la edad con la luminosidad) de la enana blanca

(Wood 1995 y Hansen 1998) con las observaciones en el DCM. La desventaja de

2isocrona, del griego isochrone: “misma edad”, curva que representa la posicién en el DCM

o el Diagrama Hertzprung-Russell ocupada por las estrellas de la misma edad.



este método reside en las pocas observaciones a magnitudes tan débiles para las
enanas blancas, y las incertidumbres en el calculo de las opacidades involucradas
en las curvas de enfriamiento. Jimenez y colaboradores 1996 han explotado la
Funcién de Luminosidad estelar (FL, en lo sucesivo) para estimar la edad
de CG. Este método se basa en el nimero de estrellas en diferentes regiones del
DCM. Consideran que las estrellas de la SP contenidas en una regién de luminosi-
dad constante decrece con el tiempo, a medida que la poblacién estelar envejece
(dado que las estrellas més masivas evolucionan m4s radpidamente que la menos
masivas). Aunque esta técnica presenta la ventaja de que no es necesario conocer
la distancia ni el enrojecemiento, se requiere de una buena fotometria y de una

muestra de estrellas hasta magnitudes débiles.

Las diferencias de edad entre los CG de la Galaxia son de considerable interés,
por lo cual se ha desarrollado una variedad de técnicas para medir diferencias
relativas de la edad: el método A(V) es una técnica basada en la medicién de
la diferencia en magnitud entre el TOSP y la RH en el DCM (Iben et al. 1968,
Sandage 1982, Buonanno et al. 1989, Chaboyer et al. 1996); y el método A(B-
V), la diferencia entre el color en el punto donde la RSG empieza, y el color del
TOSP (Sarajedini et al. 1990, Stetson et al. 1989, Bolte et al. 1989, Green et
al. 1990). Un resumen de algunos resultados de la EECG obtenidos por diversos
métodos mencionados es presentado en la tabla 1.1. Por ejemplo, la edad de M5
estimada por el método del TOSP obtenida por Chaboyer et al. 1996 concuerda,
dentro del margen de error, con la edad estimada por medio del ajuste directo
(Cassisi et al. 1999). En cambio, la edad estimada para M68 considerando el
ajuste directo (Cassisi et al. 1999) no concuerda con el resultado obtenido por
Jimenez et al. 1996 por medio de la FL, a pesar de tener este tltimo resultado

una incertidumbre baja. Frecuentemente nos topamos con diversas estimaciones
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de la edad, obtenidas por diferentes métodos, las cuales no concuerdan entre
si. Esto sugiere la recomendacién de una revisién sustantiva de la metodologia
empleada por los diferentes autores asi como de un esfuerzo en el desarrollo de

nuevos métodos.

METODO MuesTRA | EDAD (GANOS) REFERENCIA
9 ctimulos 13.2 +£2.9 Carreta et al. (99)
NGC 6752 11.2 £ 1.3
TOSP M5 89+ 1.1 Chaboyer et al. (96)
M13 101 £14
17 ctimulos 115+ 1.3 Chaboyer et al. (96)
NGC 6553 12 £ 2
NGC 6528 12+ 2 Bruzual et al. (97)
Ajuste directo 47 Tuc 14 £ 2
M68 11+1 Cassisi et al. (99)
M5 10+1
AV 43 ctimulos 15+1 Chaboyer et al. (96)
A(B-V) NGC 362/288 3+1 Sarajedini et al. (96)
EB M4 ~9 Richer et al. (97)
FL 8 ctimulos 135 £ 2 Jimenez et al. (98)
M68 16.4 + 0.2 Jimenez et al. (96)

Tabla 1.1: Estimaciéon de la edad de algunos CG. Algunas estimaciones
de la edad de CG obtenidos de los métodos citados. Obsérvese el

margen de error para cada una de las estimaciones.

Como vimos brevemente en los parrafos anteriores, uno de los campos més



activos dentro de los estudios de GC en este momento es la EECG, favorecido
por la adquisién de nuevos datos fotométricos (muestras uniformes mas grandes y
datos tomados desde el espacio), por desarrollos en la teoria de evolucién estelar

y/o por los avances de las técnicas de estimacién de la edad.

El método del ajuste de las isocronas en el DCM es el método que ha servi-
do de base y motivacién a este trabajo. Ademds, los resultados obtenidos en la
presente investigacién dependen de los detalles morfoldgicos de las isocronas selec-
cionadas, razones que dan lugar a un sitial en este Capitulo para resaltar algunas
caracteristicas, propiedades y marcadas diferencias de las isocronas obtenidas por
los modelos de evolucién estelar, en general. Algunos de los datos de entrada en
el célculo de isocronas son las tasas de reacciones nucleares, opacidades y tasas
de mezclado de los elementos quimicos en el interior estelar. Frecuentemente,
los autores de modelos de evolucién consideran datos de entrada y algoritmos
numéricos diferentes, elementos que producen diferentes modelos de evolucién, y
por lo tanto, conjuntos de isocronas que difieren entre si. Esto trae como conse-
cuencia inmediata, aparte de incertidumbres en la edad, diferentes predicciones
de la edad segin el modelo considerado (Vandenberg al. 1990). Los diferentes
conjuntos de modelos de evolucidn estelar se han clasificado en dos grandes cate-
gorias basadas en el esquema de mezclado convectivo® considerado: en modelos
clasicos o canonicos y en los no canénicos. La primera categoria adopta esquemas
de mezclado, en la regién convectiva, siguiendo el criterio local de estabilidad de
Schwarzschild. Los cdlculos de los modelos canénicos, sobre un amplio intervalo

de masas estelares y fases han sido desarrollados por Castellani et al. 1990,1992,

3]a conveccién estelar es un proceso importante de transporte de energia y masa, el cual pro-
duce mezcla de los elementos quimicos en el interior estelar. Como es un proceso de trasferencia
de calor, la energfa es transportada de una regién a otra por el flujo de la materia caliente, a

regiones mas frias.
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Vandenberg 1985, Green et al. 1987, Sweigart et al. 1990, Iben 1962, entre otros.
La segunda categoria incluye como esquemas de mezcla de elementos quimicos al
“overshooting”, a la semi-conveccién y a la difusién (ver Kippenhahn 1990 para
mayores detalles). Entre los conjuntos de modelos desarrollados que incluyen
estos mecanismos, tenemos los desarrollados por Alongi et al. 1991, Bressan
et al. 1981, Bertelli et al. 1985,1986a,1986b,1992, Bressan et al. 1986, Doom
1982,1985, Chin y Stothers 1991, Stothers 1985, Stothers y Chin 1990, Matra-
ka et al. 1982, Maeder y Meinet 1987,1988,1989,1990,1991, entre muchos otros.
Ahora bien, jcémo influyen estos diferentes esquemas en la EECG? Por ejemplo,
las consecuencias de considerar, en los modelos no candnicos, regiones cada vez
mas grandes en donde ocurre “overshooting” en el nicleo estelar, son una lumi-
nosidad del TOSP cada vez mas grande y una vida de las estrellas que pueblan la
SP ma4s larga. Al comparar las isocronas basadas en modelos no canénicos y un
DCM observacional particular y aquellas basados en modelos canénicos, se han
determinado edades mds viejas (con el TOSP) considerando esquemas de mezcla-
do no candnicos que esquemas candnicos (Chiosi et al. 1988,1989). Contrario a
lo anterior, la inclusién de la difusién en los modelos estelares, trae como conse-
cuencia una menor luminosidad del TOSP al comparar tales isocronas y un DCM
especifico en modelos no canénicos y aquellos basados en modelos canénicos, pro-
porcionando una edad més joven. Nada podemos decir sobre los efectos de la
conveccién y de la difusién en la EECG, a menos que estimaciones independien-
tes de la edad sean disponibles. Sin embargo, Alongi et al. 1991 apuntan que los
modelos clésicos fallan al explicar los datos observacionales, y que por otro lado,
los modelos no candénicos presentan sus limitaciones. Castellani 1998 argumenta
que los principales mecanismos que afectan la determinacién de la edad son la
conveccién y la difusién, y que la inclusién o no de la difusién en el célculo de

las isocronas puede llegar a introducir diferencias de hasta 0.4 mag. en M, entre
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unas y otras, y un error de hasta 4 Ganos en la estimacién de la edad.

Esta tesis engloba nuestra contribucién a los esfuerzos en el desarrollo de
mejores técnicas al problema de la EECG. Nuestro trabajo se ha concentrado en
el desarrollo e implementacién de técnicas estadisticas al problema de la EECG,

con los siguientes objetivos:

o Estimar la edad absoluta de tres CG: NGC 6397, M92 y M3, de manera

objetiva e implementando modernas herramientas estadisticas.

e Encontrar la isocrona, dentro de un conjunto de isocronas originadas a
partir de diferentes modelos de evolucidén estelar, que proporcione el mejor

ajuste* a un DCM de un CG.

La Tesis estd organizada de la siguiente manera: en el Capitulo II introduci-
mos, tanto el conjunto de modelos de evolucién estelar e isocronas considerados
en esta investigacidn, como el conjunto de datos observacionales de los CG NGC
6397, M92 y M3, cuyos datos fotométricos fueron suministrados por distintos
autores. En el Capitulo 3 introducimos, desarrollamos e implementamos la es-
tadistica de Saha 1998 al problema de la EECG. Presentamos resultados obtenidos
de los CG considerados aplicando dicha técnica y el mejor estimado de la edad
junto con su intervalo de confianza a un nivel de confianza del 99% por medio
de la prueba x2. En el Capitulo 4 discutimos los resultados obtenidos, presenta-
mos una comparacién de los resultados obtenidos con algunos trabajos previos,
sugerimos caminos para continuar con el desarrollo de la investigacién y futuras

aplicaciones. En el Capitulo 5 finalizamos con las conclusiones.

4como mejor ajuste entiéndase aquel ajuste que minimice las discrepancias entre las se-

cuencias observadas del CG y la isocrona de edad ¢;, cuando ambas son representadas en el

DCM.



Capitulo 2

Metodologia e ingredientes

basicos

En este Capitulo describimos, en forma general, cémo alcanzamos los ob-
jetivos de la presente investigacién. También introducimos los dos ingredientes
fundamentales involucrados en la aplicacién de las técnicas estadisticas: el con-
junto de modelos de evolucién estelar e isocronas seleccionadas en este trabajo y

el conjunto de datos observados de los CG a los cuales se estimé la edad.

2.1 Metodologia

El primer objetivo de esta Tesis es estimar la edad absoluta de tres CG
de la Galaxia. Inicialmente, seleccionamos como método base para la EECG al
ajuste de isocronas. Este consiste en comparar los datos del CG en cuestién en el

DCM con un grupo de isocronas de diferentes edades y provenientes de diferentes

11
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modelos de evolucién.

La edad del CG viene dada por la edad ¢; de la isocrona que mejor ajusta al
CG. Dado que las comparaciones directas entre el CG y la isocrona introducen un
cierto grado de subjetividad en la eleccién de la isocrona apropiada, requerimos la
implementacién de técnicas estadisticas para medir, objetivamente, la verosimili-
tud o grado de similitud entre la isocrona y el CG. La estadistica particular que
mide este grado de similitud se llama estimador, y el método objetivo consiste
en seleccionar la isocrona que maximice tal estimador. Sin embargo, cuantificar
cuan cercana es la isocrona teérica al CG, algunas veces no es una labor sencilla:
se requiere ademas de los datos, de los errores asociados y de un modelo en parti-
cular, de una adeacuada seleccién de la estadistica y de la apropiada construccién

de la funcién de similitud.

Un procedimiento cominmente usado para comparar un modelo teérico par-
ticular y una muestra de datos observacionales o experimentales es determinando
el grado de similitud entre las observaciones y una muestra sintética generada
partir de un modelo especifico (también llamado prediccién) (Chiosi et al. 1989,
Aparicio et al. 1990 y Mould et al. 1997). Diversas construcciones de la es-
tadistica que mide tal grado de verosimilitud se han llevado a cabo, tales como
las desarrolladas por Tolstoy 1995, Mould et al. 1997, Dolphin 1997, Ng 1998,
Aparicio et al. 1997 y Hurley-Keller et al. 1998. Por ejemplo, Aparicio et al.
1997 recuperaron, simultdneamente, la distancia, la historia de enriquecimiento
quimico y la historia de la tasa de formacién estelar (TFE(t), en lo sucesivo)
de LGS 3, construyendo DCM sintéticos para una TFE(t). Esta fue tomada
paramétricamente como una serie de brotes continuos y encontraron la amplitud
de cada brote a partir de la estadistica de maxima verosimilitud de TFE(t) con

los datos (en términos de las cuentas de estrellas por celda). El DCM que obtu-
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vieron es una suma lineal de cada DCM parcial producido al considerar una sola

configuracién de la TFE(t) para cada brote.

Motivados por las preguntas usuales que surgen al comparar modelos con
datos (si los datos pudiesen ser consistentes o no con una distribucién particu-
lar del modelo teérico, o si hay varios modelos disponibles, a cudl de ellos los
datos ajustan mds), y siguiendo el procedimiento citado en el parrafo anterior,
seleccionamos la técnica de verosimilitud apegados a la estadistica de Saha 1998.
Detalles de esta estadistica se verdn en el Capitulo 3. Para alcanzar el objetivo
2 de este trabajo, requerimos una estadistica que también mide la bondad del
ajuste de la estimacién de la edad. Para determinar el intervalo de confianza en

torno al mejor estimado de la edad aplicamos la estadistica x2.

Como veremos en el Capitulo 3, la edad t; del CG se estima, seleccionando
la isocrona de edad t; que proporciona el maximo grado de verosimilitud entre
comparaciones CG observado-CG sintéticos (éstos originados a partir de una
isocrona de edad ¢;). El grado de verosimilitud lo caracterizamos en funcién
de la distancia entre las medias de gaussianas ajustadas a las distribuciones de
frecuencia de log W, cuya frecuencia se obtiene de n calculos de log W entre
dos muestras (bien sea dos GC sintéticos o el GC observado y un CG sintético).
Confrontamos, para cada CG, a las isocronas de cada modelo que mejor ajustan
al CG para encontrar cual de ellas es la “mejor”. Hernandez et al. 1998 utilizan
diversas TFE(t) para generar DCM sintéticos, los cuales comparan utilizando la
estadistica de Saha con las observaciones de las galaxias Carina, Osa Menor, Leo
I, Leo II y Draco, y Hernandez et al. 2000 comparan muestras sintéticas a partir
de TFE(t) de la vecindad solar con las observaciones de la vecindad solar tomada

del catdlogo Hipparcos.
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2.2 Ingredientes fundamentales

2.2.1 Las isocronas

Seleccionamos tres conjuntos de modelos evolutivos tal y como son publica-
dos en el plano tedrico (es decir, en el DHR), los cuales pertenecen a la categoria
de los modelos no canénicos segin la clasificacién citada por Alongi 1993 (los
cuales consideran esquemas no cldsicos de mezcla de los elementos quimicos, co-

mo la semiconveccién y el “overshooting”). Ellos son:

e Bi: El conjunto de isocronas desarrollado por Bertelli et al. 1994 y Girardi

et al. 1996. A este conjunto se denominé Isocronas de Padua.

e B;: El conjunto de isocronas desarrollado por Demarque et al. 1996. A

este conjunto se denomind Isocronas de Yale.

e Bs: El conjunto de isocronas desarrollado por Cassisi et al. 1998,1999. A

este conjunto se denominé Isocronas de Pisa.

En la tabla 2.1 se muestra un cuadro con algunos pardmetros utilizados en
el calculo y algunas propiedades y caracteristicas de cada conjunto de isocronas.
Como vemos en la tabla 2.1, cada modelo evolutivo considera datos de entrada
para originar las isocronas, distintos, lo que origina las marcadas diferencias entre
las isocronas. La metalicidad, la eficiencia del mezclado por conveccién « y las
opacidades figuran entre los datos de entrada méas determinantes de las diferencias
entre las isocronas. A pesar de que estos y otros datos de entrada introducen
incertidumbres en los modelos, no insistimos en los puntos algidos de los modelos

de evolucién estelar, sino que los tomamos tal cual son publicados en el plano
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teérico y hacemos énfasis en los métodos estadisticos que se presentan en esta

Tesis.

Cada modelo B; emplea diferentes formas de conversiéon del plano tedrico
(DHR) al plano observacional (DCM). Es de hacer notar que tal transforma-
cién no fue hecha de manera uniforme debido a las diferentes transformaciones

fotométricas y a los colores empleados por cada autor.

Se ha encontrado incluso, que las mencionadas transformaciones difieren en-
tre una fuente y otra en 0.05-0.1 mag. (Weiss 1999). Por lo tanto, esta falta de
uniformidad puede influir en la EECG (Castellani 1998).

Para eliminar la incertidumbre debida a las diferentes formas de conversién
del plano tedrico al plano observacional, Weiss et al. 1999 seleccionan una combi-
nacién de transformaciones publicadas. Preferimos emplear una misma transfor-
macién a los conjuntos de isocronas seleccionadas: tabulaciones de correcciones
bolométricas y colores obtenidos a partir de las distribuciones espectrales de ener-
gla (DEE, en lo sucesivo) extraidas de la biblioteca de espectros estelares de Ku-
rucz 1992 (Bruzual y Charlot 2000 , BC2000 , en lo sucesivo). En la figura 2.1 se
muestra un ejemplo del resultado de aplicar la tinica transformacién mencionada
al caso de las isocronas de Padua, Yale y Pisa para semejantes abundancias y
edades. Para compararlas, se han representado grificamente los resultados de
la transformacién empleada por los autores de cada conjunto de isocronas. Una
consecuencia directa de utilizar esta transformacién tinica es que se obtienen, en

general, isocronas més azules que las publicadas por los autores.
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CARACTERISTICA PADUA YALE Pisa
Metalicidad 0.0001 < Z < 0.05 0.0002 < Z < 0.1 0.0008 < Z < 0.001
Edad 1-20 [Gaiios] 1-25 [Gaiios] 8-18 [Gaiios]
Opacidades LAOL Huebner (1977) OPAL (1992) OPAL (1997)
OPAL (1992) Alexander y
Ferguson (1994)
o 1.56,1.63 [Hp] 1.7 [Hp] 1.8-2.0 [Hp]
Y 0.23,0.24,0.25 0.28,0.27 0.21,0.2%
“overshooting” si si si
Rango de masas 0.6-120 Mg 0.3-2.2 Mg 0.68-1 Mg
Atmésferas Kurucz (1992) Kurucz (1992) Castelli et al. (19987)
estelares
Calibracién color | UBV: Buser y Kurucz (1978) | tabla semiempirica Castelli, Gratton
R,I.: Bessel (1990) de Green y Kurucz (1997)
Sist. fotométrico 1. Johnson UBYV Johnson
RI Cousins
JHK Glass
Tabla 2.1: Algunos parametros utilizados en el calculo y algunas

propiedades y caracteristicas de cada conjunto de isocronas selecciona-
das.
2.2.2 Conjunto de observaciones

En esta seccién se presenta el conjunto A conformado por tres CG de la

Galaxia, de diferentes metalicidades y caracteristicas: NGC 6397, NGC 6341
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Figura 2.1: Ejemplo de las transformaciones del plano teérico al plano
observacional, realizadas segin la versién original junto con las conside-
radas en este trabajo. Comparando las versiones originales de las isocronas y
las obtenidas por la transformacién de BC2000, se encuentran algunas diferencias

como isocronas mds azules. STD = estdndar, DIF = difusién.
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(M92) y NGC 5272 (M3), a los cuales se les desea estimar la edad:

e A;: NGC 6397, CG, que, junto con NGC 6121, es uno de los cimulos
més cercanos (ver tabla 2.2). Los datos fotométricos (brillo y color) de
1596 estrellas, fueron sumunistrados por D’Antona 1999, quien compil6
tres grupos de datos: la parte superior de la RGR. adaptada y conformada
por 108 estrellas tomadas por Kaluzny 1997!, las gigantes y las estrellas
que conforman el TOSP (125 estrellas) por Cool 1997, y la SP, conformada
por 1363 estrellas, por King et al. 1988 obtenidos con el HST. También
estos tltimos datos han sido suministrados independientemente por King,
y es de comentar que se consideraron en este trabajo sélo aquellas estrellas
miembros del cimulo y que tales observaciones representan los objetos mas

débiles en la SP tomadas de un CG.

e Ay, y As: M92 y M3, dos CG cercanos (ver tabla 2.2), cuya medicién fo-
tométrica en V e I e informacién de la posicién (x,y) de cada estrella respec-
to al centro (0,0) del campo fueron realizadas por Rosenberg et al. (2000,
1999a,b,c) , desde el “Isaac Newton Group/Jacobus Kapteyn Telescope” de
1 m. en La Palma, Espafia. Cerca del TOSP, presentan una incertidumbre

o < 0.01 mag. en el color.

Para los CG M92 y M3, realizamos una seleccién de aquellas estrellas fuera

de un radio r > 140 min. de arco para M92 y de 170 min. de arco para M3,

Loriginalmente tomados en B y V, y D’Antona transformé a V e I considerando la transfo-
macién de color de Castelli et al. 1997. Estas observaciones fueron hechas desde el telescopio

CTIO 0.9 mm. en Junio/Julio 1995.
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para asi evitar aquellas estrellas cerca del centro del CG. La superficie angular de
los cimulos M92 y M3 en las que yacen las estrellas tomadas en consideracién,
representan el 98.9% y el 99.4% del 4rea angular total estimada para M92 y
M3. Tales porcentajes los obtuvimos mediante la realizacién de una cuidadosa
inspeccién visual de las reproducciones fotograficas de las placas correspondientes
del POSS (Palomar Observatory Sky Survey 1950). Posterior a la seleccién de
estrellas, se procedid a la construccién del DCM M, vs.(V — I)o acorde con las

ecuaciones

(V—-Io=(V-D)-By, (2.1)

Mv=V—Av—(mg—M) (2.2)

donde Ay es la extincién , (mo — M) = 5 - log(r) — 5 el médulo de distancia y

Ey_; es el exceso de color o enrojecimiento.

Los valores adoptados de Ey_; y (m-M) y las fuentes bibliogrificas de tales
valores estdn dados en la tabla 2.2. Procedimos a realizar la eliminacién de
estrellas con errores fotométricos grandes (los colores fuera de 3 ¢) mediante el

procedimiento descrito en el apéndice A.

En la figura 2.2, se presentan los DCM finales, luego de aplicar el proceso
de la eliminacién de estrellas de los ciimulos en cuestién. En la tabla 2.2 se
muestran algunos de los pardmetros y caracteristicas de los cimulos, junto con
los pardmetros y caracteristicas adoptadas en esta investigacion (en negritas).
Finalmente, luego de aplicar los procesos de eliminacién de estrellas mencionados,
la muestra utilizada del CG M92 quedé conformada por 4848 estrellas y la de M3
por 10.333 estrellas.
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Table 2.2.— Pardmetros adoptados (en negritas) y no adoptados, y algunas

caracteristicas de cada uno de los CG considerados en este trabajo.

[Fe/H] Z E(B-V) E(V-I) (m-M) t [Gafos]
NGC6397 -1.95° . 0.182 0.24° 11.71¢ 12.00°
-1.56° 0.0006 . 12.05°
12.312
M92 -2.292 . 0.022 0.03¢ 14.59 15.80 €
-2.35" 0.0001 . ) 14.67+0.08/  14.00f
-2.14-. -2.259 . .
M3 -1.56' 0.0003 0.012 0.013¢ 15.04> 14.-15°
-1.572 . . 15.057
-1.47+0.01%

%Harris (1997)

*D’Antona (1999)

°Djorgovsky et al. (1993)

¢E(V-I)=1.3 E(B-V) (probado de los modelos de atmésfera estelar de Allard et

al. (1997) y Hauschild et al. (1999))
¢Bolte et al. (1995)
hAbundacia metélica adoptada Z=0.0001 Vandenberg (1983). La conversién de

Z a [Fe/H] fue tomada de la ecuacién 11 de Bertelli et al. (1994).
fPont et al. (1998)
9Zinn et al. (1984)
!Abundacia met4lica adoptada Z=0.0003 Vandenberg (1983). La conversién de

Z a [Fe/H] fue tomada de la ecuacién 11 de Bertelli et al. (1994).
iJohnson et al. (1998)
iPeterson et al. (1 993)
EKraft et al. (1992)
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Figura 2.2: DCM de tres CG. DCM de los tres CG NGC 6397, M92 y M3, a

los cuales se les estimé la edad.






Capitulo 3

Estimacion de la edad de CG

En este Capitulo introducimos el método estadistico desarrollado por Saha
1998, el cual, por medio de la estadistica W, estima el grado de verosimilitud
entre una muestra de datos sintética generada a partir de una isocrona en parti-
cular y una muestra de datos observada de un CG. Implementamos la estadistica
de Saha al problema de la EECG y presentamos los resultados de la estimacién
de la edad de los CG NGC 6397, M92 y M3, y encontramos la isocrona, dentro
de un conjunto de isocronas provenientes de diferentes modelos de evolucién es-
telar, que proporciona el “mejor ajuste” al DCM del CG observado en cuestién.
Determinamos el intervalo de confianza en torno al mejor estimado de la edad, a

un especifico coeficiente de confianza.

23
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3.1 El estimador W

Sea S el nimero de estrellas en un DCM de un CQG, y sea M el nimero de
estrellas de una muestra sintética (generada a partir de un modelo de evolucién
en particular, a una edad ¢;) en un DCM. Si dividimos ambos DCM (el observado
y el sintético) en una rejilla con un ndimero B de pequefios cuadros o celdas
igualmente espaciadas, la probabilidad de que los datos se apeguen al modelo,
se puede expresar por medio de la ecuacién 3.1. m; es el nimero de puntos o
estrellas sintéticas localizadas en la celda i, y s;, el nimero de estrellas observadas

dentro de la celda 4, con loque M =32 m;y =32, s,

(M - 1)
prob(datos | modelo) = (f/l(+ S++BB _1)1)' . (3.1)
donde W viene dado por la expresién
B (m,— + Si)! B m; + 8;
W= z:l—[l mi!si! - J‘;Il ( S ) (32)

Saha 1998 derivd la expresién 3.1 por medio de la teoria de probabilidades. Es
importante hacer notar que, aunque en la expresién 3.2, m; y s; lucen simétricos
en forma, operacionalmente estos dos conjuntos de nimeros juegan diferentes
papeles. Los valores de los s; se derivan de los datos obtenidos a partir de la
observacidn, y si estos datos se separan en celdas en el DCM, los valores de s; estdn
fijos en relacién con las celdillas. En cambio, si dividimos los datos sintéticos de un
CG en celdas, los m; dependeran de la posicién de los puntos o estrellas generadas

sintéticamente, y variard si la distribucién de datos es producida aleatoriamente.

La estadistica W es capaz de estimar el grado de verosimilitud entre una

muestra de datos observados y una muestra de datos derivados de un modelo de
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la siguiente manera: mientras més grande sea la semejanza entre los datos del CG
sintético y los datos del CG observado, més grande serd W. Por lo tanto, el grado
de verosimilitud es mdximo entre una muestra de datos (bien sean derivados a
partir de la observacién o sintéticamente) y la misma muestra de datos, caso en el
cual W es médximo. Otra propiedad interesante en el calculo de W, es lo robusto
que resulta este estimador en relacién con las celdas vacias. Por ejemplo, si hay
estrellas observadas situadas en celdas que estdn maés alla de celdas que contienen
puntos o estrellas del DCM sintético, alguna observacién u observaciones caeran
en una o varias celdas con un nimero cero de estrellas en el DCM sintético (m;=0
y s;=1, por gjemplo). Esta celda vacia contribuye como uno al producto de la

ecuacioén 3.1, y por lo tanto, afortunadamente, no afecta al cilculo de W.

Para DCM compuestos de una poblacién densa de estrellas en algunas re-
giones, sugerimos el uso de la aproximacién de Stirling para el calculo de valores
grandes de los niimeros enteros factoriales de la ecuacién 3.1 (ver ecuacién 3.3).
Usualmente es preferible hacer uso, también, del logaritmo de la funcién de vero-
similitud en vez de la funcién misma, y asi evitar problemas en los célculos. La

aproximacién de Stirling viene dada por la expresién

logn! ~ (n + %) logn —nloge + logV2n (3.3)

Haciendo uso de la aproximacién 3.3 y calculando el log W, la expresién 3.2

toma la forma 3.4.

B B B M+S M s
logW = log (m; + s;)! = > logm;! — > logsi! = > logi—Y logj— > logk
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

1 1 1
~Y [(m, + s; + 5) log (m; + s;) — (mi + 5) logm; — (si + 5) log s; — logV/ 27r] (3.4)

=1
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3.2 Aplicacién de la estadistica W al caso de la

EECG

Hemos desarrollado un procedimiento para EECG suponiendo que la dis-
tribucion de estrellas en color a una magnitud dada se puede aproximar por una
distribucién gaussiana; asi mismo, hemos supuesto que las estrellas seleccionadas
que conforman el CG son estrellas propias del cimulo (desconocemos si hay o
no contaminacién de estrellas de campo) y que las estrellas del cimulo tienen
abundancias quimicas uniformes. También hemos supuesto que los DCM de los

CG construidos sintéticamente son una representacién precisa de la realidad.

Para estimar la edad de un CG y determinar cual isocrona, dentro de un
conjunto de diferentes modelos de evolucién estelar, es la que mejor ajusta, hemos
desarrollado el procedimiento descrito a continuacién. Para explicar los detalles
del método desarrollado probablemente sea mejor trabajar a través de un ejemplo,

el caso de la estimacién de la edad de NGC 6397.

3.2.1 La edad de NGC 6397
Muestra de 373 estrellas

Seleccionamos el conjunto de isocronas originadas a partir de los tres dife-
rentes modelos de evolucién: las isocronas de Padua (con Z=0.0004 y edades con
un paso de 0.25 Gafios), las isocronas de Yale (con Z=0.0004 y edades con un paso
de 1 Gaifio) y Pisa (Z=0.0002 y edades con un paso de 1 Gafio). En aquellos casos

en que las metalicidades disponibles de las isocronas no coinciden exactamente
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con la metalicidad adoptada del CG, consideramos aquella metalicidad que fuese
la mds semejante a la adoptada segin la tabla 2.2. En el caso de las isocronas -
de Pisa, se consideraron abundancias metdlicas Z de 0.0002 (y no otras posibles
disponibles como 0.0004 o 0.0006), dado que las isocronas, a esta metalicidad,

lucian con un mejor ajuste al CG que con las isocronas de 0.0004 o 0.0006.

Al considerar todo el conjunto de isocronas y al ajustar este a la muestra
de datos de NGC 6397, algunas estrellas estdn asociadas con fases evolutivas no
incluidas en las isocronas, hecho asociado a que el intervalo en magnitud visual de
las isocronas de Pisa es el més estrecho de los tres. Eliminamos tales estrellas con
el siguiente criterio: eliminamos las estrellas més brillantes a partir del extremo
de la isocrona mds débil (de entre todos los extremos més brillantes de cada una
de las isocronzis), y removimos las estrellas mas débiles a partir del extremo de
la isocrona més brillante (de entre todos los extremos mas débiles de cada una
de las isocronas), con lo que se eliminaron las estrellas fuera del intervalo 0.94<
M, < 6.44. Luego de:apljcar este proceso de remocién de estrellas, el niimero
de estrellas "conSiderald,d;gfue de 373. La figura 3.1 ilustra la poblacién de 373
estrellas de NGC 6397 confrontada con las isocronas pertenecientes a los tres

modelos de evolucién estelar considerados.

Dado que no hay una unica configuracién del DCM sintético del CG (mds
bien infinitas configuraciones posibles de conjuntos de datos hipotéticos del DCM
del CG), debemos generar un nimero considerable de configuraciones diferentes
del DCM sintético. Hernandez et al. 1999 sugieren la aplicacién de éste dltimo
paso si tenemos un numero considerable de estrellas ubicadas en diversas regiones
del DCM. Apegados a esta sugerencia, generamos 1000 configuraciones diferentes
de DCM sintéticos originados a partir de cada isocrona considerada de edad t;.

Puesto que dividimos tanto el DCM de NGC 6397 como los DCM de los CG



98 3.2, APLICACION DE LA ESTADISTICA W AL CASO DE LA EECG

T T T T T T T T T
ol Isocronas de Padual. Isocronas de Yale |
Z=0.0004 1 7=0.0004
2k 4 _
4 - —_ —
6 —+ -
B — —_ —
10 -+ -
12 i | I L Lo 1 !
» 05 I s 2 2's 05 1 1.5 2 25 3
= 2 3
ol Isocronas de Pisa _|
Z=0.0002
2 i
4+ i
6 B
8 4
j
10 N }
12 P T T U S
o 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 3.1: Muestra de 373 estrellas del CG NGC 6397 confrontada con
tres diferentes grupos de isocronas. Se confronta la muestra de 373 estrellas
de NGC 6397 con tres grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucién
estelar: Padua, Yale y Pisa. Las isocronas mostradas representan edades desde

11.00 Gaiios (primera a la izquierda) hasta 16.00 Gafios (idltima a la derecha).
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sintéticos en una rejilla de B=8400 celdas, y dado que, deseamos determinar la
verosimilitud entre pares de muestras (entre una configuracién particular y otra
diferente) con la misma densidad de estrellas, construimos los DCM sintéticos con

la misma cantidad M de puntos que S estrellas contenidas en el DCM observado.

El procedimiento realizado para la construccién de un DCM sintético es el
siguiente: dividimos el DCM del CG observado en K franjas espaciadas en 0.1
mag. en el eje M, y contamos el nimero de estrellas n, por franja, de tal forma
de que M:Z:f:1 ng. Por otra parte, consideramos la isocrona de edad ¢; con la
cual se desea comparar los datos en el plano observacional y dividimos el DCM
teérico en el mismo numero K de franjas que el DCM observado. Para distribuir
los ny, puntos en cada franja K, estos se dispersaron en color alrededor de la media
de la isocrona.'szi‘é'ﬁiépdo una funcién de distribucién acumulativa de la funcién
de probabilida.d_n'c;‘rfn:a;l’ estdndarizada (el valor de esta funcién evaluada para
intervalos éq elzcé'}%jr, multiplicada por ny, proporciona el nimero de puntos para
ser dispex;sadbs p“br. interyalo), y en el eje M,, una distribucién de la posicién de
puntos generados aleatoriamente dentro de la franja K. Los extremos en color de la
dispersién de l‘o.s puntos viene dada por tres veces la desviacién estandar del color
en el CG observado para cada M,, 30(M,), la cual es calculada para cada cimulo
(ver apéndice A para el caso de NGC 6397). Si cambiamos las semillas o la base
generatriz de los niimeros aleatorios que representan las posiciones de los puntos
o estrellas sintéticas, generamos otros DCM sintéticos. El procedimiento descrito
es esquivalente a distribuir n, estrellas aleatoriamente por franja K, siguiendo

una distribucién gaussiana con varianza igual a la desviacién estandar del color

en el CG observado, y con media igual al color medio en la franja K.

Tal como se comentd, dividimos los DCM sintéticos generados en el paso

anterior, en 8400 celdas, y contamos el nimero de estrellas m; por celda, para
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cada DCM. Calculamos el estimador log W segiin la expresién dada en la ec. 3.4,
primero, para dos DCM sintéticos (generados a partir de una misma isocrona
de edad ¢t;). Luego, calculamos log W para un nuevo par de diferentes mues-
tras sintéticas y asi sucesivamente hasta completar 500 pares. A este tipo de
comparaciones entre un CG sintético y otro CG sintético diferente les llamamos
comparaciones modelo-modelo. Estas comparaciones de pares de muestras con
datos hipotéticos se hacen para luego confrontar la distribucién de frecuencias
de log W resultante con la distribucién de los datos-modelo, lo cual como vere-
mos, indica el grado de verosimilitud entre el modelo y los datos. Representamos
graficamente la distribucién de frecuencias de log Wy le ajustamos una curva
gaussiana al histograma de frecuencias obtenido. En la figura 3.2 se ilustra la dis-
tribucién de frecuencias de log W para diversas edades de las isocronas de Padua
(histogramas no sombreados). En la representacién grafica 3.2, la distribucién
de frecuencias modelo-modelo es trasladada al origen y la distancia de este a la
distribucién de frecuencia datos-modelo es caracterizada en funcién del o de la

distribucién modelo-modelo.

Posteriormente, calculamos el estimador log W comparando la muestra de
datos observada y una muestra de datos generada sintéticamente; luego, para un
nuevo par conformado de la muestra observada y una muestra sintética diferente
de la anterior, y asi sucesivamente hasta completar 500 pares de comparaciones
entre los 1000 DCM sintéticos construidos y el DCM observado. A esta clase de
comparaciones, entre la muestra de datos observada y muestras de datos sintéticas
las denominamos comparaciones datos-modelo. Los cdlculos de log W en este paso
proporcionan una nueva distribucién de W, la cual representamos graficamente,
y ajustamos una curva gaussiana. En la figura 3.2 se ilustran la distribucién

de frecuencias de log W obtenidas a partir de las comparaciones datos-modelo
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(histogramas sombreados).

La media de la curva gaussiana de la distribucién datos-modelo esta desplaza-
da una distancia d de la media de la gaussiana de la distribucién modelo-modelo.
Como criterio de medicién del grado de verosimilitud entre ambas distribuciones,
seleccionamos tal distancia d entre las medias de la curvas gaussianas ajustadas,
ya que este criterio luce préctico y obvio. Otro criterio alterno podria ser el
area comin o solapada entre las gaussianas, pero perderiamos informacién im-
portante de la verosimilitud en aquellos casos que no se presente solapamiento de
las gaussianas modelo-modelo y datos-modelo, ademéds que se requiriria de la nor-
malizacién de las gaussianas modelo-modelo y datos-modelo dado que presentan
diferentes amplitudes. Para uniformar las unidades de la ordenada (log W) en
todos los casos tratados, la distancia entre las medias mencionadas la caracteriza-
mos en términos de la desviacién estandar de la curva gaussiana de la distribucién
modelo-modelo. Si el modelo describe a las observaciones, la distancia entre las
gaussianas es aproximadamente cero, y a medida que la verosimilitud va dismin-
uyendo, la distancia se va tornando méas grande. En la figura 3.2, el recuadro
de 14.25 Gafios presenta la menor distancia entre las gaussianas comparada con
la distancia entre las gaussianas del resto de los recuadros, lo que indica que la
verosimilitud entre la isocrona de 14.25 Gaifios y el DCM del CG en cuestién es
maxima cuando la distancia entre las gaussianas es minima. En un entorno de la

mejor edad estimada, la distancia se incrementa y la verosimilitud disminuye.

Igualmente, aplicamos todos los pasos anteriores considerando los conjuntos
de isocronas de Yale y de Pisa, con edades incluidas en un intervalo alrededor de
las posibles edades razonables del cimulo (ver figuras 3.3 y 3.4). La EECG viene
dada por la edad t; de la isocrona que corresponde a la menor distancia obtenida

entre las medias de las gaussianas ajustadas a la distribucién modelo-modelo y
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Figura 3.2: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Padua de NGC 6397 (muestra de 373 estrellas). Los
histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuencias de log W
obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de las isocronas de
edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los histogramas som-
breados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La minima distancia
entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite establecer la
edad dptima la que el modelo describe mejor a los datos (14.25 Gados). La edad

indicada en cada recuadro viene dada en Gaifios.
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datos-modelo generadas a partir de los modelos de evolucién considerados en este

trabajo.

Luego de realizar el procedimiento descrito, representamos graficamente el
valor absoluto de la distancia (en unidades del sigma de la distribucién modelo-
modelo correspondiente) en funcién de la edad para los conjuntos de isocronas en

consideracién (figura 3.5).

Un andlisis cuantitativo es necesario para concluir satisfactoriamente sobre el
intervalo de confianza o la bondad del ajuste del método. Aplicamos una prueba
estadistica adicional que permite determinar el intervalo de confianza, ademas de
también ofrecer informacién sobre cual de las isocronas, entre todos los modelos
de evolucién considerados, es la que mejor ajusta al CG. La prueba estadistica
que usamos fue la prueba x%. Una descripcién de la metodologia empleada para

determinar el intervalo de confianza es dada en la sub-seccién siguiente.

Los resultados obtenidos segtin el método mencionado que proporciona las
isocronas que mejor ajustan a la muestra de 373 datos de NGC 6397 son repre-

sentados en el DCM de la figura 3.6.

Intervalo de confianza y bondad del ajuste

Tal y como vimos en la sub-seccién anterior, al representar grificamente las
distancias entre las medias de las gaussianas de las distribuciones modelo-modelo
y datos-modelo en funcién de la edad, se obtiene una curva con un minimo en

algin valor de ¢ (el minimo indica cuando la verosimilitud entre el modelo y los
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Figura 3.3: Distribucién de valores de log W para diversas edades de las
isocronas de Yale de NGC 6397 (muestra de 373 estrellas). Los histogra-
mas no sombreados representan la distribucién de frecuencias de log W obtenida
de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de las isocronas de edad in-
dicada en la esquina superior de cada recuadro), y los histogramas sombreados,
la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La minima distancia entre las
medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite establecer la edad éptima

a la que el modelo describe mejor a los datos = 14 Gaiios.
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Figura 3.4: Distribucién de valores de log W para diversas edades de las
isocronas de Pisa de NGC 6397 (muestra de 373 estrellas). Los histogra-
mas no sombreados representan la distribucion de frecuencias de log W obtenida
de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de las isocronas de edad in-
dicada en la esquina superior de cada recuadro), y los histogramas sombreados,
la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La minima distancia entre las
medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite establecer la edad éptima

a la que el modelo describe mejor a los datos = 13.00 arnos.
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Figura 3.5: Representacién gréafica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo obtenida para NGC 6397 (muestra de
373 estrellas) y para las isocronas de Padua, Yale y Pisa. La edad
estimada de NGC 6397 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo
modelo estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global
entre los tres minimos estimados (14.25 Gafios para Padua, 14.00 Gaifios para

Yale y 13.00 Gaiios para Pisa).



CAPITULO 3. ESTIMACION DE LA EDAD DE CG 37

IIT‘1TTII]|"[I‘TI’IIII|II|XIYT‘IT\IKI]|111|||!\I|I]|\)Ilv|lf

—Padun 14.25 Geflox _J_ ———Padua 14.25 Gaflos —
...... Yole 14.00 Geles —+

__ . Pica  13.00 GoRes —_

0 S Yalo 14.00 Gafos 4_ _ _Plea 1300 Gefoo —

i c . D |
10 | I i | ] 111 l 1‘"1 11 I 11 I L1l S | l | S I 1Lt ' 3 ’ IS l il

0o 05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3
(V-1),

Figura 3.6: DCM de la muestra de 373 estrellas de NGC 6397. A: DCM
de la muestra de 373 estrellas observada, mostrando las isocronas de Padua, Yale
v Pisa que mejor ajustan a la muestra. B,C y D: DCM de las muestras sintéticas
generadas a partir del modelo de Padua, Yale y Pisa que mejor ajustan a la

muestra observada, segiin resultados de la prueba x? (ver tabla 3.1).
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datos es mdxima). Intuitivamente, la tasa con que se alejan entre si las medias
de las gaussianas del valor mas préximo entre las medias en funcién de la edad,
variard dependiendo del modelo de evolucién, interpretandose tal tasa o velocidad
como la derivada de la curva. El error de la estimacién puede interpretarse como
el inverso de la derivada de la curva. Tal y como veremos a continuacién, una
manera objetiva y universalmente conocida de cuantificar el intervalo de confianza
(regién en la que el mejor estimado del pardmetro tiene oportunidad de caer con

una especifica probabilidad) es mediante el uso de x>.

El andlisis que se siguid en este caso, se hizo partiendo de la siguiente hipdtesis

fisica, llamada hipdtesis nula:

La distribucién de la muestra de datos originada a partir de la isocrona de

edad t; representa la distribucién de la muestra de datos del CG.

x? cuantifica la concordancia entre las dos muestras (sintética y observada):
a menor valor de x?, mejor ajuste entre las muestras. También ofrece informacién
en cuanto al rechazo o no de la hipdtesis nula a un coeficiente de confianza. El
intervalo de confianza es el intervalo en el cual el menor valor de X2, o mejor esti-

mado, tiene oportunidad de pertenecer, a un especifico coeficiente de confianza.

Si calculamos x? entre la muestra de datos observada y sintética provenientes
de edades del CG razonables, el valor de x? es minimo a una especifica edad
(llamemos al minimo X%, X%min). Si definimos Ax%2=x2-x%min, Ax? aumentara
a medida que nos alejamos del mejor estimado. Si esta medida excede de algin
limite fijo o coeficiente de confianza, rechazamos la hipétesis nula (Bevington et

al. 1992 y Press et al. 1986).
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Veamos la ecuacién (3.4),

& = i (s ;2:31‘)2 (3.4)
donde s; es el niumero de estrellas observadas en la celda ¢ y E; el valor esperado
de las m estrellas por celda i (calculado como el promedio de m; por celda i
para 500 realizaciones diferentes obtenidas a partir de una isocrona en particular,
por ejemplo). Tal ecuacién no nos seria de utilidad en nuestro caso dado que
descartariamos informacién en aquellas celdas donde s; # 0 y conjuntamente
donde hayan celdas vacias (E;=0) en las 500 realizaciones. Esto da un x? infinito,
y en este caso los s; no pueden ser obtenidos de los E;. Una apropiada estadistica
en nuestro caso es la sugerida por Press et al. 1986, empleado en la comparacién
de dos conjuntos de datos: la muestra de datos observada (con s; estrellas dentro
de la celda 1), y una muestra de datos sintética originada a partir de una isocrona

particular (con m; puntos o estrellas dentro de la celda i), con la forma:

X2 = i M (3.5)

Al comparar las ecuaciones 3.4 y 3.5, notamos que el denominador de la ec.
3.5 no es simplemente el promedio de s; y m; (quienes serian un estimador de E;
en la ec. 3.4). Més bien, es dos veces el promedio, es decir, la suma. La razén de
esto es que cada término en una suma de x? se asume que aproxima la raiz de una
cantidad distribuida normalmente, con la varianza igual a uno. La varianza de la
diferencia de dos cantidades normales es la suma de sus varianzas individuales, y

no el promedio (Press et al. 1986).

Luego de estimar x? entre la muestra de datos observada y diferentes mues-

tras sintéticas generadas a partir de diferentes modelos evolutivos y para todas
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aquellas edades del CG razonables, finalmente calculamos Ax2 para cada uno de
los modelos evolutivos considerados. Dado que estamos interesados en el intervalo
de confianza de cada pardmetro tomado separadamente, el nimero de grados de
libertad para estimar el intervalo es igual a uno (Press et al. 1986). Los valores
de los niveles de confianza para un pardmetro y sus equivalentes porcentajes de
probabilidad de unos datos distribuidos normalmente fueron tomados de tablas
estadisticas (Press et al. 1986). Escogimos como coeficiente de confianza 0.99
para todos nuestros resultados, lo que indica que hay un 99% de oportunidad
de que la mejor estimacién de la edad caiga dentro de intervalo de confianza

determinado.

Los resultados obtenidos de Ax? para la muestra de 373 estrellas de NGC
6397 y para los tres modelos de evolucién estelar a edades razonables, son re-
presentados en la figura 3.7. Algunos valores de los niveles de confianza son
representados también. La hipdtesis nula es rechazada para aquellas edades que

se encuentran por fuera del nivel de confianza 0.99.

Formalmente, los resultados obtenidos por este método implican que la dis-
tribucién de las muestra de 373 estrellas originada a partir del modelo de Yale de
evolucién estelar describe mejor la muestra de 373 estrellas de NGC 6397 que la
muestra de 373 estrellas generada a partir del modelo de Padua, y que la muestra

generada a partir del modelo de Pisa, a la edad mejor estimada (ver tabla 3.1).

Muestra de 1187 estrellas

Nos valimos de que los valores de las magnitudes visuales de la muestra

de las 1187 estrellas estaban contenidas dentro del intervalo en M, de las fases
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Figura 3.7: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 373 estrellas
de NGC 6397 y para los conjuntos de isocronas de Padua, Yale y Pisa

Rechazamos las edades que caen por fuera del nivel de confianza de 0.99.

evolutivas consideradas de las isocronas del grupo de Padua y Yale (ver subseccién
anterior), para reproducir resultados con tal muestra conteniendo estrellas en la
SP y en la RSG y RGR. Los resultados obtenidos aplicando el método anterior
estdn resumidos en la tabla 3.1. En la figura 3.8 ilustramos la muestra de datos
conformada por 1187 estrellas observadas en el DCM junto con el conjunto de

isocronas del grupo de Padua y de Yale.

Los resultados obtenidos para la confrontacién de la distribucién datos-
modelo y modelo-modelo, para las isocronas del modelo evolutivo de Padua, y
para edades entre 13.00 Gafios y 16.75 Gaifios (en pasos de 0.25 Gaiios) estdn
representados en la figura 3.10. Igualmente, las comparaciones entre la distribu-
cién datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas del modelo evolutivo de

Yale, (y para edades entre 11.00 y 16.00 Gaiios) se ilustran en la figura 3.11.
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Figura 3.8: Muestra de 1187 estrellas del CG NGC 6397 confrontada con
dos grupos de isocronas. Se confronta una muestra de datos de NGC 6397
con dos grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucion estelar: Padua y
Yale, con las isocronas desde 11.00 Gafios (primera a la izquierda) hasta 16.00

Gailos (iiltima a la derecha).
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Figura 3.9: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 1187 estrellas
de NGC 6397. Rechazamos aquellas edades que caen por fuera de un nivel de

confianza de 0.99.
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La representacién gréfica del valor absoluto de la distancia d en funcién de ¢ se

ilustra en la figura 3.12.

Los resultados de la prueba x? para esta muestra de estrellas y para los

conjuntos de isocronas de Padua y Yale, estan representados en la figura 3.9.

Los resultados obtenidos por este método implican que la distribucién de las
muestras de 1187 estrellas originada a partir del modelo de Yale de evolucién
estelar describe mejor la muestra de 1187 estrellas de NGC 6397 que la muestra
de 1187 estrellas generada a partir del modelo de Padua, a la edad mejor estimada
(ver tabla 3.1). Los resultados obtenidos segin este nuevo método, de las mejores
isocronas que ajustan a la muestra de datos son representados en el DCM de la

figura 3.13.

3.2.2 La edad de M92

El procedimiento descrito en la seccién 3.2.1 fue aplicado a dos muestras
de datos observacionales de M92: una muestra de 1482 estrellas (considerando
las isocronas de Padua, Yale y Pisa) y otra de 4846 (considerando sélamente las

isocronas de Padua y de Yale).

Muestra de 1482 estrellas

Los resultados obtenidos para la estimacién de la mejor edad estan resumidos
en la tabla 3.1. El intervalo que cubre las isocronas de Pisa en M, es 0.795< M,

< 6.451. Al aplicar el proceso de remocién de estrellas que no correspondiesen a
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Figura 3.10: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Padua, obtenida para una muestra de 1187 estrellas
de NGC 6397. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de
frecuencias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes
de las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima, distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad éptima (14.75 Garios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.11: Distribucién de valores de log W para diversas edades de

las isocronas de Yale, obtenida para una muestra de 1187 estrellas

de NGC 6397. Los histogramas no sombreados representan la distribucion de

frecuencias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes

de las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los

histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La

minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite

establecer la edad dptima (14.00 Gafios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.12: Representacién grafica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas de Padua y Yale. La
edad de NGC 6397 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo
modelo estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global
entre los dos minimos estimados, 14.75 Gafios para Padua y 14.00 Gafios para

Yale.
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Figura 3.13: DCM de la muestra de 1187 estrellas de NGC 6397 con las
isocronas de Padua y Yale que mejor ajustan a esta, segin los resul-
tados obtenidos en este trabajo. A: DCM de la muestra de 1187 estrellas
observadas, mostrando las isocronas de Padua y Yale que mejor ajustan a la
muestra. B y C: DCM de las muestras sintéticas generadas a partir del modelo
de Padua y Yale que mejor ajustan a la muestra observada, segiin resultados de

la prueba x? (ver tabla 3.1).
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ninguna fase evolutiva de las isocronas consideradas, el niimero total de estrellas a
considerar fue de 1482. La figura 3.14 ilustra la muestra de 1482 datos observados
confrontados con las isocronas pertenecientes a los tres modelos de evolucién

estelar mencionados.

Los resultados obtenidos de la confrontacién de la distribucién datos-modelo
y modelo-modelo, para las isocronas del modelo evolutivo de Padua, y para edades
entre 13.00 Gafios y 16.75 Gaflos (en pasos de 0.25 Gafios) estdn representados en
la figura 3.16. Igualmente, las comparaciones entre la distribucién datos-modelo
y modelo-modelo para las isocronas del modelo evolutivo de Yale, y para edades
entre 11.00 y 16.00 Gafios se ilustran en la figura 3.17. Asimismo, aplicamos
el procedimiento anterior de comparacién para la distribucién datos-modelo y
modelo-modelo considerando las isocronas de Pisa para edades entre 11.00 y

16.00 Gafios (ver figura 3.18).

Luego de medir las distancias entre las medias de las gaussianas ajustadas de
los histogramas datos-modelo y modelo-modelo de las figuras 3.16, 3.17 y 3.18,
para las isocronas de Padua, Yale y Pisa, estas las representamos grificamente
en funcién de la edad (ver figura 3.19). Los resultados obtenidos de x? para la
muestra de 1482 de M92 y considerando los 3 modelos de evolucién estelar a

edades razonables, son representados en la figura 3.15.

Los resultados obtenidos por este método implican que la distribucién de la
muestra de 1187 estrellas originada a partir del modelo de Padua de evolucién
estelar describe mejor la muestra de 1187 estrellas de M92 que la muestra de
1187 estrellas generada a partir del modelo de Yale, y mejor que la muestra
generada a partir del modelo de Pisa, a la edad mejor estimada (ver tabla 3.1).

Los resultados obtenidos segin este nuevo método, de las mejores isocronas que



CAPITULO 3. ESTIMACION DE LA EDAD DE CG 49

T T T T T T T
-2 -2 —
ol Isocronas de Padua o+ Isocronas de Yale -
2=0.0001 2=0.0002
2+ 2 -
4+ 4+ s
6 61 -
8k & B
> ) ! 1 & L 1
10 &
= ' ' ' 0.5 1 15 2 25 3
-2 - -
= Isocronas de Pisa ]
Z=0.0002
2 -
4 - -
6 - —
8 —
10 | I | | 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
(V"I)o

Figura 3.14: Muestra de 1482 estrellas del CG M92 confrontado con tres
grupos de isocronas. Se confrontan la muestra de 1482 datos de M92 con tres
grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucién estelar: Padua, Yale y
Pisa, con las isocronas desde 11.00 Garfios (primera a la izquierda) hasta 16.00

Garfios (ultima a la derecha).
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Figura 3.15: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 1482 estrellas

de M92 y para los conjuntos de isocronas de Padua, Yale y Pisa.

ajustan a la muestra de datos son representados en el DCM de la figura 3.20.

Muestra de 4846 estrellas

Nos valimos de que los valores de las magnitudes visuales de la muestra de las
4846 estrellas estaban contenidas dentro del intervalo en M, de las fases evolutivas
consideradas de las isocronas del grupo de Padua y Yale (ver sub-seccién anterior),
para reproducir resultados con tal muestra conteniendo estrellas en la SP y en la
RSG y RGR. En la figura 3.21 ilustramos la muestra de datos conformada por
4846 estrellas observadas en el DCM junto con el conjunto de isocronas del grupo

de Padua y de Yale.

Después de aplicar todos los pasos del procedimiento descrito en la seccién
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Figura 3.16: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Padua, obtenida para una muestra de 1482 estrellas
de M92. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad Jptima (15.00 Gaifios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.17: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Yale, obtenida para una muestra de 1482 estrellas de
M92. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad dptima (15.00 Gafios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.18: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Pisa, obtenida para una muestra de 1482 estrellas de
M92. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad dptima (12.00 Gaiios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.19: Representacién gréafica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas de Padua, Yale y
Pisa. La edad de M92 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo
modelo estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global

entre los tres minimos estimados, 15.00 Garios para Padua y Yale, y 12.00 Gafios

para Pisa.
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Figura 3.20: DCM de la muestra de 1482 estrellas de M92 con las iso-
cronas de Padua, Yale y Pisa que mejor ajustan a esta. A: DCM de la
muestra de 1187 estrellas observadas, mostrando las isocronas de Padua, Yale y
Pisa que mejor ajustan a ésta. B,C y D: DCM de las muestras sintéticas gener-
adas a partir del modelo de Padua, Yale y Pisa que mejor ajustan a la muestra

observada, segin resultados de la prueba x? (ver tabla 3.1).



56  3.2. APLICACION DE LA ESTADISTICA W AL CASO DE LA EECG

T 1,71 1
2+ .
D — Iancronss de Pedun —
L 30,0001
2 ]
L ]
6 .
8 u
10 L ‘:T*’r
o] 05 1 1.5 2 25 3

Figura 3.21: Muestra de 4846 estrellas del CG M92 confrontado con
dos grupos de isocronas. Se confronta una muestra de datos de 4846 estrellas
de M92 con dos grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucidn estelar,

Padua y Yale, con las isocronas desde 11.00 Gaiios (primera a la izquierda) hasta

16.00 Gaifios (iiltima a la derecha).
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Figura 3.22: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 4846 estrellas

de M92 y para los conjuntos de isocronas de Padua y Yale.



CAPITULO 3. ESTIMACION DE LA EDAD DE CG 57

3.2.1, los resultados obtenidos para la confrontacién de la distribucién datos-
modelo y modelo-modelo, para las isocronas del modelo evolutivo de Padua, y
para edades entre 13.00 Gafios y 16.75 Gaiios (en pasos de 0.25 Gailos) estan re-
presentados en la figura 3.23. Igualmente, las comparaciones entre la distribucién
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas del modelo evolutivo de Yale,

(y para edades entre 11.00 y 16.00 Gafios) se ilustra en la figura 3.24.

Luego de medir la distancia entre las medias de las gaussianas ajustadas de
los histogramas datos-modelo y modelo-modelo de las figuras 3.23 y 3.24, para
las isocronas de Padua y Yale, estas las representamos graficamente en funcién
de la edad (ver figura 3.25). Los resultados de la prueba x? para esta muestra de
estrellas y para los conjuntos de isocronas de Padua y Yale se representan en la
figura 3.22. Un resumen de los mejores estimados de la edad para cada modelo

de evolucién son dados en la tabla 3.1.

Los resultados obtenidos por este método implican que la distribucién de las
muestra de 4846 estrellas originada a partir del modelo de Padua describe mejor
la muestra de 4846 estrellas de M92 que la muestra de 4846 estrellas generada
a partir del modelo de Yale, a la edad mejor estimada (ver tabla 3.1). Los
resultados obtenidos de las mejores isocronas que ajustan a la muestra de datos

son representados en el DCM de la figura 3.26.

3.2.3 La edad de M3

El procedimiento descrito en la seccién 3.2.1 fue aplicado a dos muestras de
datos observacionales de M3 : una muestra de de 4929 estrellas (considerando

las isocronas de Padua, Yale y Pisa) y otra de 10333 estrellas (considerando
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Figura 3.23: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Padua, obtenida para una muestra de 4846 estrellas
de M92. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad dptima (14.75 Gafios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.24: Distribucién de valores de log W para diversas edades de

las isocronas de Yale, obtenida para una muestra de 4846 estrellas de

M92. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-

cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de

las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los

histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La

minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite

establecer la edad éptima (15.00 Gafios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.25: Representacion gréifica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas de Padua y Yale. La
edad de M92 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo modelo
estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global entre los

dos minimos estimados, 14.75 Gafios para Padua y 15.00 Gafios para Yale.
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Figura 3.26: DCM de la muestra de 4846 estrellas de M92 con las iso-
cronas de Padua y Yale que mejor ajustan a esta. A: DCM de la muestra
de 4846 estrellas observadas, mostrando las isocronas de Padua y Yale que mejor
ajustan a ésta. By C: DCM de las muestras sintéticas generadas a partir del
modelo de Padua y Yale que mejor ajustan a la muestra observada, segiin el

resultado de la prueba x* (ver tabla 3.1).
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sélamente las isocronas de Padua y de Yale).

Muestra de 4929 estrellas

Los resultados obtenidos para la estimacién de la mejor edad estdn resumi-
dos en la tabla 3.1. El intervalo que cubre las isocronas de Pisa en M, es 0.94<
M, < 6.44. Al aplicar el proceso de remocién de estrellas que no correspondiesen
a ninguna fase evolutiva de las isocronas consideradas, el niimero total de estrellas
a considerar fue de 4929. La figura 3.27 ilustra la muestra de 4929 estrellas con-
frontada con las isocronas pertenecientes a los tres modelos de evolucién estelar

mencionados.

Los resultados obtenidos de la confrontacién de la distribucién datos-modelo
y modelo-modelo, para las isocronas del modelo evolutivo de Padua, y para edades
entre 13.00 Gafios y 16.75 Gaifios (en pasos de 0.25 Gafios) estdn representados en
la figura 3.28. Igualmente, las comparaciones entre la distribucién datos-modelo
y modelo-modelo para las isocronas del modelo evolutivo de Yale, y para edades
entre 11.00 y 16.00 Ganos se ilustran en la figura 3.29. Asimismo, aplicamos
el procedimiento anterior de comparacién para la distribucién datos-modelo y
modelo-modelo considerando las isocronas de Pisa para edades entre 11.00 y

16.00 Gaios (ver figura 3.30).

Luego de medir las distancias entre las medias de las gaussianas ajustadas de
los histogramas datos-modelo y modelo-modelo de las figuras 3.28, 3.29 y 3.30,
para las isocronas de Padua, Yale y Pisa, estas las representamos graficamente
en funcién de la edad (ver figura 3.31). Los resultados obtenidos de x? para la

muestra de 4929 estrellas de M3 y considerando los 3 modelos de evolucién estelar
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Figura 3.27: Muestra de 4929 estrellas de M3 confrontada con tres di-
ferentes grupos de isocronas. Se confronta la muestra de 4929 estrellas de
M3 con tres grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucidon estelar: Pad-
ua, Yale y Pisa. Las isocronas mostradas representan edades desde 11.00 Gafios

(primera a la izquierda) hasta 17.00 Gaifios (iltima a la derecha).
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a edades razonables, son representados en la figura 3.32.

Los resultados obtenidos por este método implican que la distribucién de
la muestra de 4929 estrellas originada a partir del modelo de Yale de evolucién
estelar describe mejor a la muestra observada que la muestra de 4929 estrellas de
M3 generada a partir del modelo de Padua y de Pisa, a la edad estimada (ver
tabla 3.1). Los resultados obtenidos segin este nuevo método, de las mejores
isocronas que ajustan a la muestra de datos son representados en el DCM de la

figura 3.33.

Muestra de 10333 estrellas

Nos valimos de que los valores de las magnitudes visuales de la muestra de
4846 estrellas estaban contenidas dentro del intervalo en My, de las fases evolutivas
consideradas de las isocronas del grupo de Padua y de Yale, para reproducir
resultados con tal muestra conteniendo estrellas en la SP y en la RSG y RGR.
En la figura 3.34 mostramos la muestra de datos conformada por 10333 estrellas
observadas en el DCM junto con el conjunto de isocronas del grupo de Padua y

Yale.

Después de aplicar todos los pasos del procedimiento descrito en la seccién
3.2.1, los resultados obtenidos para la confrontacién de la distribucién datos-
modelo y modelo-modelo, para las isocronas del modelo evolutivo de Padua, y
para edades entre 13.00 Gafos y 16.75 Gafios (en pasos de 0.25 Gafios) estdn
representados en la figura 3.35. Igualmente, las comparaciones entre la distribu-
cién datos-modelo para las isocronas del modelo evolutivo de Yale (y para edades

entre 11.00 y 17.00 Gafios) se ilustran en la figura 3.36.
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Figura 3.28: Distribucion de valores de log W para diversas edades de

las isocronas de Padua, obtenida para una muestra de 4929 estrellas

de M3. Los histogramas no sombreados representan la distribucion de frecuen-

cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de

las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los

histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La

minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite

establecer la edad dptima (16.25 Gafios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.29: Distribucién de valores de log W para diversas edades de las
isocronas de Yale, obtenida para una muestra de 4929 estrellas de M3.
Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuencias de log
W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de las isocronas
de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los histogramas
sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La minima dis-
tancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite establecer

la edad dptima (16.00 Gaiios) a la que el modelo describe mejor a los datos.
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Figura 3.30: Distribucién de valores de log W para diversas edades de las
isocronas de Pisa, obtenida para una muestra de 4929 estrellas de M3.
Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuencias de log
W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de las isocronas
de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los histogramas
sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La minima dis-
tancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite establecer

la edad éptima (14.00 Gaifios) a la que el modelo describe mejor a los datos.
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Figura 3.31: Representacién gréfica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas de Padua, Yale y
Pisa. La edad de M3 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo
modelo estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global
entre los tres minimos estimados (16.25 Gaifios para Padua, 16.00 Gafios para

Yale y 14.00 Gafios para Pisa).
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Figura 3.32: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 4929 estre-
llas de M3 y para los conjuntos de isocronas de Padua, Yale y Pisa.

Rechazamos las edades que caen por fuera del nivel de confianza de 0.99.

Luego de medir la distancia entre las medias de las gaussianas ajustadas de
los histogramas datos-modelo y modelo-modelo de las figuras 3.35 y 3.36, para
las isocronas de Padua y Yale, estas las representamos grificamente en funcién
de la edad (ver figura 3.37). Los resultados de la prueba x? para esta muestra de
estrellas y para los conjuntos de isocronas de Padua y Yale se representan en la

figura 3.38. Un resumen de los mejores estimados de la edad para cada modelo

de evolucién son dados en la tabla 3.1.

Los resultados obtenidos por este método implican que la distribucién de la
muestra de 10333 estrellas originada a partir del modelo de Padua describe mejor
la muestra generada a partir del modelo de Yale, a la edad mejor estimada (ver
tabla 3.1). Los resultados obtenidos de las mejores isocronas que ajustan a la

muestra de datos son representados en el DCM de la figura 3.39.
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Figura 3.33: DCM de la muestra de 4929 estrellas de M3. A: DCM de la
muestra de 4929 estrellas observada, mostrando las isocronas de Padua, Yale y
Pisa que mejor ajustan a la muestra. B,C y D: DCM de las muestras sintéticas
generadas a partir del modelo de Padua, Yale y Pisa que mejor ajustan a la

muestra observada, segtin resultados de la prueba x? (ver tabla 3.1).
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Figura 3.34: Muestra de 10333 estrellas de M3 confrontada con dos
diferentes grupos de isocronas. Se confronta la muestra de 10333 estrellas
de M3 con dos grupos de isocronas de diferentes modelos de evolucién estelar:
Padua y Yale. Las isocronas mostradas representan edades desde 11.00 Gaiios

(primera, a la izquierda) hasta 17.00 Gafios (iiltima a la derecha).
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Figura 3.35: Ax? en funcién de la edad para la muestra de 10333 estrellas

de M3 y para los conjuntos de isocronas de Padua y Yale.
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Figura 3.36: Distribucidon de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Padua, obtenida para una muestra de 10333 estrellas
de M3. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad dptima (15.75 Gaidios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.



CAPITULO 3.

ESTIMACION DE LA EDAD DE CG

Modelo de Zdela X2in x%,4 Mejor estimacién Intervalo de
evolucién isocrona de t [Gafios] 99% de conf.[Gafios]
NGC 6397. 373 estrellas. B=8400
Padua 0.0004 232.84 141 14.25 [13.7 - 15.6]
Yale 0.0004 206.80 1.25 14.00 [13.3 - 15.1]
Pisa 0.0002 24995 141 13.00 [11.9 - 14.2]
NGC 6397. 1187 estrellas. B=14400
Padua 0.0004 1352.81  2.82 14.50 [14.3 - 15.1]
Yale 0.0004 1089.04 2.34 14.00 [13.8 - 14.3]
M92 1482 estrellas. B=12000
Padua 0.0001 678.79  1.73 15.00 [14.8 - 15.5]
Yale 0.0002 769.67 1.91 15.00 [14.7 - 15.5]
Pisa 0.0002 832.86  2.06 12.00 [11.8 - 12.1]
M92 4846 estrellas. B=12000
Padua 0.0001 2221.63 1.31 14.75 [14.5 - 15.4]
Yale 0.0001 2455.26  1.42 15.00 [14.6 - 15.7]
M3 4929 estrellas. B=14400
Padua 0.0004 1038.53 2.14 16.25 [16.2 - 16.6]
Yale 0.0004 757.20  1.68 16.00 [15.9 - 16.3]
Pisa 0.0002 1120.65 2.45 14.00 [13.9 - 14.2]
M3 10333 estrellas. B=14400
Padua 0.0004 3558.38  1.59 15.75 [15.7 - 15.9]
Yale 0.0004 3037.01 1.37 16.00 [15.9 - 16.3]

Tabla 3.1: Tabla que resume los resultados de la mejor estimacion de la
edad de las muestras consideradas en este trabajo, para cada modelo

de evolucidn estelar.
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Figura 3.37: Distribucién de valores de log W para diversas edades de
las isocronas de Yale, obtenida para una muestra de 10333 estrellas
de M3. Los histogramas no sombreados representan la distribucién de frecuen-
cias de log W obtenida de 500 comparaciones modelo-modelo (provenientes de
las isocronas de edad indicada en la esquina superior de cada recuadro), y los
histogramas sombreados, la que surge de 500 comparaciones datos-modelo. La
minima distancia entre las medias de las curvas gaussianas ajustadas nos permite
establecer la edad dptima (16.00 Garios) a la que el modelo describe mejor a los

datos.
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Figura 3.38: Representacién grafica del valor absoluto de la distancia d
entre la media de las curvas gaussianas que ajustan a los histogramas
datos-modelo y modelo-modelo para las isocronas de Padua y Yale. La
edad de M3 viene dada por la minima distancia d dentro de un mismo modelo
estelar. La isocrona que mejor ajusta viene dada por el minimo global entre los

dos minimos estimados, 15.75 Gafios para Padua y 16.00 Gaifios para Yale.
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Figura 3.39: DCM de la muestra de 10333 estrellas de M3. A: DCM
de la muestra de 10333 estrellas observada, mostrando las isocronas de Padua y
Yale que mejor ajustan a la muestra. B,C y D: DCM de las muestras sintéticas
generadas a partir del modelo de Padua y Yale que mejor ajustan a la muestra

observada, segiin resultados de la prueba x? (ver tabla 3.1).



Capitulo 4

Discusién y perspectivas

En el presente trabajo presentamos resultados de la estimacién de la edad
de los CG NGC 6397, M92 y M3, obtenidos mediante la implementacién de la
estadistica de Saha y de la minimizacién x?, en relacién con el problema del
ajuste de isocronas. Ademds, determinamos cual modelo de evolucién estelar,
entre los considerados en este trabajo, proporciona el mejor ajuste de la isocrona
a la muestra del CG en cuestién y determinamos el intervalo de confianza en el
que el valor de la edad del CG cae alrededor del valor estimado con un nivel de

confianza del 99%.

En los casos tratados de NGC 6397 y M92 evidenciamos que la edad esti-
mada del CG es la misma, dentro de su correspondiente intervalo de confianza,
considerando dos muestras de diferente tamafio de un mismo CG. Esto significa
que en tales casos ambas poblaciones representan poblaciones significativas del
CG. Especificamente, los resultados en la EECG coinciden para NGC 6397 si

consideramos la muestra de 373 estrellas (las cuales cubren el TOSP y parte de la

7
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SP) o si consideramos la muestra de 1187 estrellas (las cuales cubren el TOSP y
zonas de la SP, RSG y RGR), por ejemplo. Los resultados difirieron, tal y como
era de suponerse, en la determinacién del intervalo de confianza: las muestras
més grandes evidenciaron un menor intervalo de confianza que las muestras més
pequenas. Ademds, la estimacién de la edad de M92 con 4846 estrellas para el
modelo de Padua de evolucién estelar resulté en 0.25 Gafios menor que la esti-
macién de la edad con 1482 estrellas. Atribuimos tal diferencia a la incursién
de un nimero mayor de estrellas de la parte superior de la RGR en el ajuste,
lo que trajo como consecuencia que las estrellas de la RGR también influyeran,
ligeramente, en la estimacién de la edad de M92. Por otro lado, la estimaci’on de
la edad de M3, considerando la muestra menor para Padua es de 16.25 Ganos,
mientras que para la poblacién mayor el mejor estimado de la edad fue de 15.75
Gafos. Dado que la muestra grande de M3 presenta sigmas muy grandes en el
color a magnitudes débiles y dado que deseamos minimizar el ruido en la esti-
maci’on de la edad, inferimos que la muestra menor, e incluso muestras con cotas
en My menores, proporcionan estimados de la edad con menos ruido, y por lo

tanto, mas exactos.

Por otro lado, la prueba x? aplicada a las muestras de estrellas consideradas
en este trabajo, ofrece informacién sobre las diferencias morfolégicas y grado
de separacién entre isocronas dentro de un mismo modelo. Por ejemplo, sean
1501, 1809 € 1503 tres isocronas a edades ti, to y t3, respectivamente, siendo isos
la isocrona que mejor reproduce las observaciones. Al representar graficamente
los resultados de Ax? en funcién de t, nos encontramos que estos tres puntos
forman dos segmentos: el segmento de recta entre la edad ¢, y t2, cuya pendiente
denotamos como my, y el segmento entre la edad ¢; y £3, cuya pendiente llamamos

me. Sim, > my, las isocronas 1501, 250, € 1503 van alejandose entre si, si my > my,
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las isocronas isoy, is0, e 1503 van acercidndose entre si, y si m;=m,, las isocronas
1501, 1802 € 1503 No se alejan ni se acercan entre si, sino que las distancias entre
TOSP son mantenidas entre ellas. Si las isocronas se alejan, acercan o permanecen
con igual grado de separacién, esto claramente se evidencia en la distribucién
de frecuencias de log W en funcién de la edad, o lo que es lo mismo, en la
representacion grafica de la distancia d entre la media de las curvas gaussianas
que ajustan a los histogramas datos-modelo y modelo-modelo para los modelos

de evolucién considerados (ver Capitulo 3).

4.1 Comparacién de los resultados con otros tra-

bajos

Nuestra estimacién de la edad de los CG NGC 6397, M92 y M3 no es consis-
tente con algunos de los recientes resultados teéricos y observacionales obtenidos
entre 1998 y 1999 (periodo llamado post-Hipparcos) sobre el mejor estimado de
la edad promedio de los més viejos CG. Chaboyer et al. 1998 estima una edad de
(11.5 £ 1.3) Gaifios para los CG mds viejos, y un intervalo de confianza de 10-14
Gaiios. Por el contrario, nuestros resultados apoyan los hallazgos obtenidos entre
1996 y 1997 (periodo denominado pre-Hipparcos), los cuales estdn contenidos en
un intervalo entre 13-18 Ganos. D’Antona 1999 interpreta que los resultados de
Hipparcos, por si sélos, no justifican el cambio global del promedio de la edad
de los CG (de ~ 4Gaifios) entre la era pre-Hipparcos y la post-Hipparcos, y que
Hipparcos simplemente ha hado mas peso a las distancias de los CG, las cuales ya
han tenido cierto énfasis en la literatura sobre las observaciones (Sandage 1993

y Walker 1992). Ademds, la construccién teérica del DHR, en el transcurso de
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muchos afios, ha sido consistente con aquellas estimaciones de la edad obtenidas
en la era pre-Hipparcos. Esta discusion se hace més clara cuando examinamos
la posicién relativa del TOSP y de la RGR en los modelos de evolucién estelar.
Tal y como comentamos en el Capitulo 1, el TO estd afectado por muchas in-
certidumbres en los datos de entrada de las isocronas, y tan sélo con un simple
cambio en el color en +0.02 mag,., la estimacién de la edad se torna més pequeiia
en 2 Gahos. Si las incertidumbres en la determinacién del TO son de ~ 0.05
mag., esto implica que la estimacién de la edad es incierta hasta 4 Ganos. Por lo
tanto, una visién definitiva sobre la edad de los CG ain no es posible mientras
permanezcan dichas incertidumbres. Sin embargo, el desarrollo de nuevos y mas

precisos métodos es crucial en el avance en la EECG.

Los resultados obtenidos en la presente investigacién concuerdan también,
dentro de sus correspondientes intervalos de tolerancia, con los obtenidos por
algunos autores. Vandenberg et al. 1996 proporcionan una edad de M92 de
15.8 + 2 Ganos, y Chaboyer et al. 1996 obtiene una edad promedio de los CG
de 14.6 + 1.7 Gafos. Sin embargo, la edad obtenida de NGC 6397 en este
trabajo no es consistente con la edad de 12 Gafios obtenida por D’Antona 1999.
Atribuimos esta discrepancia a las diferencias de los modelos de evolucidn estelar
seleccionados por cada uno: D’Antona 1999 utiliza para su ajuste, a las isocronas
de Silvestri 1998, las cuales son mds rojas que las isocronas seleccionadas en esta

investigacién.

La edad estimada de los CG considerados en el presente trabajo concuerdan
con los resultados obtenidos del modelo de Einstein-De Sitter (=1, Q,=0,
to=2/3Hy "), si Hy > 70 kms~*Mpc~. También, los resultados obtenidos podrfan
coincidir con aquellas edades provenientes del modelo de la expansién acelerada,

(con Q3=0.3 y Qx=0.7), to=(14.2 + 1.7) Gafios (con Hy=65 kms~'Mpc~1).
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4.2 Importancia del trabajo realizado

Hemos desarrollado e implementado un método objetivo para la EECG me-
diante el uso de técnicas estadisticas, basado en el método de ajuste de isocronas.
Los resultados obtenidos nos permiten decir que nuestra implementacién repre-
senta un avance en la EECG. Si se disponen de isocronas de una resolucién més
fina en Z y en ¢, y de incluso de isocronas aiin construidas més cuidadosamente
que las previas, y de observaciones fotométricas en varias bandas fotométricas y
con menores incertidumbres, reduciriamos el intervalo de confianza en que estan
dados los mejores estimados de la edad. Sin embargo, dado que las incertidum-
bres en la distancia acarrean un error minimo de + 1.5 Gaifios (D’Antona 1999),
hasta que no se minimicen las incertidumbres en algunas mediciones como la
distancia, por méas disminuciones del intervalo de confianza que proporcionen los
métodos, la estimacién de la edad tendrd asociado el error de las incertidumbres
de las mediciones (Peacock 1999). Gracias a que el modelo presentado aqui es un

método elaborado, la EECG se hace de una manera objetiva.

4.3 Perspectivas

La EECG por medio de la técnica desarrollada e implementada en este

trabajo pudiera tener las siguientes aplicaciones:

(1) en el desarrollo de modelos de evolucién estelar. Los datos de entrada
de las isocronas que minimicen las discrepancias entre el modelo y la poblacién
estelar podrian ser de utilidad como cotas de los mismos. Estudios de la fisica de

tales datos de entrada podrian conducir a nuevos avances teéricos de la estructura
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y evolucién estelar.

(2) en consideraciones cosmolégicas. La EECG es usada c6mo método directo
para estimar el limite inferior de la edad del Universo, la cual puede ser usada
para contrastar con modelos cosmoldgicos y encontrar cudl de ellos describe mejor

a las observaciones.

(3) en la ayuda a la construccién de los modelos de formacién de la Via

Léctea.

(4) en la revisién y/o confirmacién de los pardmetros de entrada de cédigos de
sintesis de poblacién, como por ejemplo en BC2000. Yi et al. 2000 proponen llevar
a cabo investigaciones sobre varios modelos de sintesis de poblacién mediante
pruebas con objetos con edades relativamente bien conocidas como los Ctimulos

Globulares.

(5) El método presentado pudiera ser aplicado a poblaciones estelares con
m4s de un brote de formacién. Para iniciar esta aplicacién sugerimos, por ejem-
plo, el caso de la formacién estelar de proto-CG (Burkert et al. 1993). Estos
modelos predicen la formacién de una primera generacién de ciimulos y una se-
gunda generacién de estrellas a 2x107 afios (McCray y Kafatos 1987, Brown et

al. 1995).

(6) la metodologia presentada aqui podria ser aplicada a la determinacién
de la edad de una poblacién cualquiera que constituya una poblacién estelar
simple. En particular, podria ser implementado a cimulos de estrellas jévenes.
La determinacién de la edad promedio de un conglomerado de estrellas jovenes
nos permite estudiar la historia de formacién estelar en ese complejo de nubes

moleculares. Las edades de las estrellas nos permiten saber cuando se inicié el
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proceso de formacién estelar en un complejo dado de nubes moleculares. Mas
aln, la edad de la poblacién estelar joven pone limites a los tiempos de vida de

las nubes moleculares.

(7) en el desarrollo de otras posibles técnicas estadisticas en el problema de
la EECG. Sugerimos la implementacién de la técnica de maxima verosimilitud
apegandose al desarrollo de Hernandez et al. 1999 a través del cdlculo variacional.
Tal método es basado en la construccién de una ecuacién diferencial, la cual es
iterada para encontrar la TFE(t) del CG en cuestién, que satisfaga la nulidad de
la derivada de la funcién de verosimilitud. La solucién de la ecuacién mencionada
(TFE(t)), es parametrizada como un brote de corta vida, con lo cual la edad del

CG vendria dada por la edad del brote.

(8) Debido a los interesantes resultados obtenidos en este trabajo y a sus
implicaciones, fruto de la aplicacién de estimadores como Wy como x?, sugeri-
mos contrastar tales resultados con los que se podrian obtener de otras pruebas
estadisticas, como por ejemplo la prueba de dos colas de Kolmogorov-Smirnov,
que permite analizar la diferencia entre dos distribuciones en base a la diferencia
absoluta acumulada entre las frecuencias relativas de cada distribucién. También
sugerimos aplicar el procedimiento descrito con un nimero de celdas diferentes, y
considerar también otras regiones del DCM en la EECG. También, podria imple-
mentarse la técnica de Saha en la determinacién de mds de un pardmetro tal como
es la edad, e incluir simultdneamente la estimacién de la edad y la metalicidad o

la distancia.

(9) en la obtencién de resultados aplicando otros datos de entrada en los mis-
mos modelos de evolucién estelar. Por ejemplo, los nuevos modelos de atmdsferas

estelares BaSel 2000, al menos para [Fe/H] y a edades de 10 Gafios, las isocronas,
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en la RGR, son més calientes que las isocronas obtenidas por BC2000. Seria de
interés confrontar los resultados que se obtendrian de aplicar el método desarro-

llado con los hallazgos obtenidos en la presente investigacidn.



Capitulo 5

Conclusiones

Al término de esta investigacién se concluye que:

(1) Hemos desarrollado un esquema para cuantificar la verosimilitud entre

dos muestras y lo hemos aplicado éxitosamente al caso particular de la EECG.

(2) El método desarrollado en la presente investigacién, mediante la es-
tadistica W, estima objetivamente la edad de un CG. La minimizacién x? nos
permitié determinar el intervalo de confianza en el que el valor de la edad mejor
estimado cae a un especifico nivel de confianza, ademds de corroborar la es-
timacién de la isocrona entre un conjunto de isocronas originadas a partir de
diferentes modelos de evolucién estelar, proporciona el mejor ajuste a un DCM

de un CG.

(3) Los resultados obtenidos en este trabajo en la estimacién de la edad de
los CG NGC 6397, M92 y M3 estdn contenidos en la tabla 3.1. Nuestro andlisis
estadistico deriv6 que la distribucién de la de 373 estrellas de NGC 6397 se apega
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mejor al modelo de Yale que al modelo de Padua, al ignal que la muestra de
1187 estrellas (para NGC 6397). Para M92, la distribucién de la poblacién de
estrellas se apega mejor al modelo de Padua que al modelo de Yale en las muestras

tratadas en este trabajo, comportamiento contrario a lo que ocurre con M3.

(4) El anilisis estadistico desarrollado en este trabajo conduce a posibles
futuros desarrollos de técnicas relacionadas al problema de la EECG por el ajuste

de isocronas y deja una via abierta para futuras investigaciones en el tema.
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Apéndice A
La dispersién o(My)

En el Capitulo 2 vimos que, los datos de los CG M92 y M3, tanto fo-
tométricos como la posicién respecto con el centro del cimulo, fueron sometidos
a un proceso de seleccién para eliminar las estrellas de campo y estrellas propias,
con mayor error observacional. En el presente apéndice describimos el procedi-
miento empleado en la remocién de aquellas estrellas localizadas fuera de 30 (M,)
en el color, lo que significa que tenemos un 99 % de confianza de que cualquiera
de las estrellas seleccionadas caigan a una distancia 30 del valor promedio del

color €.

La eliminacién de estrellas, bien sea de campo o no, con un error obser-
vacional mayor a 30(M,) en el color se fundamenta en la suposicién de que la
distribucién de colores del CG se aproxima a una distribucién tipo gaussiana o
normal. Hallar una expresién analitica de la dispersién en el color en funcién de
M, de las estrellas, o la funcién o(M,), para cada ctiimulo es de gran utilidad, no

s6lo para remover estrellas que no nos interesan o estrellas que tienen un error
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observacional muy grande, sino que también, como se vié en el Capitulos 3, se

utiliza en la generacién de cimulos sintéticos.

El procedimiento empleado por nosotros para encontrar una expresién analiti-
ca que aproxime o(M,) para cada cimulo es el siguiente: dividimos el DCM del
CG en cuestién en franjas horizontales de ancho en M, de 1 mag.: 10 franjas
para M92 y 11 para M3. Contamos el nimero de estrellas N contenidas en cada
franja y estimamos el color promedio ¢ para cada franja, obteniendo de esta ma-
nera la media de la distribucién para cada franja. Luego calculamos la desviacién
estandar , o el estimado de la incertidumbre de las mediciones en el color o, para

cada franja, por medio de la expresién

o= J —N—l_——l ;(C, — )2 (A1)

Como segundo paso del procedimiento, representamos graficamente los sig-
mas obtenidos de cada franja en funcién de la M,. Las expresiones analiticas de
o(M,) para M92 y M3, derivadas de ajustes a los puntos mencionados anterior-

mente (ver la figura A.1) vienen dadas por las expresiones A.2 y A.3.

Para NGC 6397, por simple inspeccién del DCM de la figura 2.2, estimamos
su dispersion o o en el color como constante para toda M,, lo que resulté aproxi-

madamente igual a 0.015 mag.

a(M,) = 0.005 - 046-Mo (A.2)

o(M,) = 0.00003 - %M +0.03 (A.3)
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Figura A.1: Sigmas estimados en funcién de M, para los CG M92 y
M3. Los puntos representan los o estimados correspondientes a cada M,. La
linea continua representa el ajuste de una funcién a tales puntos. La expresién
analitica del ajuste viene dada en las expresiones A.1 y A.2 para M92 y M3.
Observese que a magnitudes visuales débiles, M3 presenta una dispersién aprox.
2.5 veces mayor que M92, lo que significa que los datos de M3 fueron medidos

con mayores incertidumbres que M92, para magnitudes muy débiles.

Luego que obtuvimos las expresiones de o(M,) para M92 y M3, el proceso
de remocién de estrellas fuera de un intervalo de + 30(M,) desde la media, es
sencillo. Basta con eliminar aquellas estrellas de cada banda de M, que estédn
fuera de € £+ 30. Luego, con las expresiones A.1 y A.2, y las M, de las estrellas,
determinamos los sigmas correspondientes a estas magnitudes y éstas, multipli-
cadas por tres, seran las dispersiones maximas en el color, tanto a un lado, como
al otro de la media. Se eliminaron aquellas estrellas que sobrepasaran semejantes

valores en el color para todas las M, consideradas en la muestra de datos.
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Como vimos en la seccién 3.2.1, la expresiones A2 y A3 son necesarias en la
generacion de los cimulos sintéticos. En la préctica, dado que las estrellas en la
RGR (My < 4 mag.) de los CG NGC 6397, M92 y M3 lucen tener una misma
dispersién en el color, y de que la dispersion de pocas estrellas involucra errores

adicionales en el color, preferimos en esta regién emplear un sigma igual a 0.015.





