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����� ��� �� ��������� 
� &���� ������� �� ����

���	� ��	���'�� �
�	�� 
�� 	�� �
������ �� 
�	������� 
�� �� �� ����������
$������	�� 
�� �� ��������� 
�� 	������� ���
� �� 	��(���� �� �� ���������
��	������ ��	� �� 	�����
� �� �� !���� "�)� �� 
����� ���������	�� �� ��������

� $���%
����� ���� ������� 
� r �������� � r0 ���� ��� 	��(���� 
����	���� ��*�
�� ������� ��������� ���
� ���� �������� ���� �������� �� �� ���������+

U =
k

2
r2 ,"�"-

$� �� ���� �� ������� ������� ����	�� ������
� ��� 
�� ������ ��������� ��� 	���
��
���
� μ ���
�� ��� �� ������� 
� ��������� k� ������
�� ��� 
�������� r ./01�
./21� �������
� 
� ����� �������	�� �� �������� 
� $���%
����� ��
����
����� 
��
���	��� ��������
�+
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d2ϕ(r)

dr2 +
8πμ

h2 (E − 1

2
kr2)ϕ(r) = 0 �����
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 E 
� �
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�
� ϕ(r) 
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 ������� 	
 ��	
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�
�
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�
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	��� ��!���
�	� "�
 ϕ(r) � dϕ(r)/dr �

� �����
��
	
� � �������
�
��
�	� r →∞� �#�
�
��� �
 
�
���
 	
 �
 �������
$

En = h̄

√
k

μ
(n+

1

2
) ���%�

& �
 ������� 	
 ��	
$
ϕn = LnHn(ξ)e

− ξ
2 ���'�

(� 	��	
 �
 )
 �

��*
	� 
� �
�#�� 	
 �
��
#�
$

ξ = (μω/h̄)1/2r ���+�

Ln = (μω/h̄π)1/4 1√
2nn!

���,�
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���� ��+� r 
� �
 �
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�!
��
�� h̄ 
� �
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 !�� 2π � ω 
� ���
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√
k/μ� (� ������� Hn(ξ) �
!�
�
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-
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	� n � ��
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 En′ 
� 
� 
��
	� n

′
� (����#�
�	� �
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� 	
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���� 	
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�
�
���$

En + hν = En′ ���2�

3�
�	� �
 
��
���� ��% 
������
���$

h̄

√
k

μ
(n+ 1/2) + hν = h̄

√
k

μ
(n

′
+ 1/2) ���4�

�
�!
5
�	� �#�
�
��� ν �
�
���$

ν =
(n

′ − n)

2π

√
k

μ
���67�
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�� �� �������	 
��
� 	� ����	���� �	��������	 �� 	� �� ��	���	 n � n
′
� ����

�������� ����� ��	���� ��� �	��	���� �� ������������ �	 
�����
��� 	�
�	 	� 	��


��� n � 	� 	�
��� n
′
Pn→n′ ��
�� �	 �� ������������ �� �	���	��� ��� Pn→n′ ��

���������	�� �� �����	��  � �����!  � ����	�� ��"������  ������ �	��� �� ���� �
��#	���� $	�� � �� �	����� pfi�

Pn→n′ ∝ pfi = 〈ϕ∗f |qr|ϕi〉 =

∫
ϕ∗fqrϕidr %
���&

�	 �� �������	 
��� �� �	����� �	 �� � �� �������� �	 ���� ����� ��� �����
�	�����	 � �	 �	� ����  ���	���	� ���� �	�������� �	 r� %���� �� ���� �� ����'�
 � �� �������	� �� �	����� �	 ξ& (��������	 � �"���	�� �	��	������)

pfi = LnLn′(h̄/μω)q

∫ ∞

∞
Hn′(ξ)ξHn(ξ)e

−ξ2

dξ %
��
&

*+��� �� ��������� ��� ������	��� ������ � ��  � ��� ����	�����  � ,������)∫ ∞

−∞
Hn′(ξ)Hn(ξ)e

−ξ2

dξ =
√
π2nn!δn,n′ %
��-&

ξHn(ξ) = nHn−1(ξ) +
1

2
Hn+1(ξ) %
��.&

������	 � �� �������	 
��. �	 
��
 �	��	������)

pfi = LnLn′(h̄/μω)q

∫ ∞

∞
Hn′(ξ)(nHn−1(ξ) +

1

2
Hn+1(ξ))e

−ξ2

dξ %
��/&

*+��� +����	 � ���  � �� �������	 
��- �	 �� �������	 
��/ �	��	������ ��� ��
�������	 
��/ ���#  ����	��  � ���� � ��	�� ���)

n = n
′
+ 1 %
��0& n = n

′ − 1 %
��1&
�����  �� 2������ �������	�� ���������	 ���) �� ������������ �	 
�����
���

	�
�	 	� 	�
��� 
���
�
� n 	 	� 	�
��� 
���
�
� n
′
�	�� ���
��
� �	 
	�� � �	���

��	�

|n− n
′| = 1 %
��3&

*+���� �����!�	 � ��� �������	�� 
��3 � 
��
 �	��	������ ��� �� ������	���  � ��
�� �����	 �	�� �	�� ��)

ν =
1

2π

√
k

μ
%
��4&

���� ��� �� ��� �!�� �� ��������	 � ������	  � �� �	�����  � �� �	 � �	�� �	��
��� �����  � �� ���"����� �� ������	���  � �� �	 � ���	� ��� ��� ����� � �� ��	���	��
1
2π

√
k/μ� ���� 2����� �"���	� �� �5������	�� ����� � �� ������	���  � ���������	
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�� 
���������� �� �� ���� �� �����
��� �	����
�

������� �� 	
 ������� �	
� �
����� ����
���� �� �� �� ������ U = 1/2kr2� ���

������� �� 1
2π

√
k/μ� �	� ��
 ��������������� �� ���� �����	��� ���� �
 �� �����

��
�� ��������� ��� �
��������� �� ��� ���� ����
 �	� ���� ���
��� �� ������� ���

������������  
��������� !� ��� "������ ���	������ �
��
������ �	� �� ��#�����


��#� ���#��� �� ����
�� ��������� ������� ���� ��
�� 	
� ���
�����
 �����
�� ��

���� ��� �����
�� �� ������ ��� ����
�� ��������� ������� �
��� ��� ������� $
�� �

�� �
������ !� ���� �� �
$��� �	� ��� �����	��� �	���
 ��
�� 	
 ����
�� ���������

������� 
��� ����� �"
 �%������
��
�� ���
�����
�� �	�
�� �#���#� ��������
�

�� ��	����
 &�'( �� ������ �� ������� ����%���� �� ����
���� �� )���� � 	
 ���

��
���� *���
���� *� �������� �� ��	����
 �� +�,�-
��
��� ������
�� �� ����
����

�� )����� �� �
�	�
��� �	� ��� 
������ �� �
����� ����
 ������#	���� ��� 
 ���� ��

�	�����
 �
 �� $�	�� &�. 
 �� ������
��� �
��� ��� �
������ �� ��� ������� n = 0 


n = 1 �� ����������
�� �� ����� �	� �� �#��
��� �
 �� ����
���� ����
��� ����

����� ������ 
�������

������ ����	�
��� 	
� ���
�
��� ������
�

+� �� 	�� �� ��	����
 &�''� ���� ������
�� �� �	
���
 �� �
�� ��������
���
��

� 	
 ����
���� �� )����� �� �
�	�
��� �	� �� ���#�#������ �� ���
�����
 �
���

������� ����� �	�� |n − n
′| ≥ 1 �� �����
�� �� ����� �	
�	� �� ���	�/� ����

���
�����
�� �	� �����
 ����� n01 � ������� �� n
′
��
���� �	� '� ��� �� �	� ��

��	����
 &�'( 
� ������
 	����� 
 ��� �����	��� 
� �	���
 ��� ���
��$������

2��� �������� ���� �����������
 ��
��������� �	� �� ���
�
 N �����	��� ������

����� ��� ����� ���� �
 ��	���#��� ������� ��
 �	 ����� ��#��
��� 3��� 	
� ��
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	�����	 �	���������� ����� �����|n − n
′ | ≥ 1� �������� ������� �� ������������� �� ��� �	��������� �� ����	����

��	����	������� �� ��� ��������� �� ����	�������� ��� �� 	�������� �������� �� ����	 ��������� �� 
��������

�	������

����� N ����	
��� ���� �� ��
�� ������ 	
����	� n �� ����
�� En� ����� ����	
���
�� �������
��� ����� ��� ��������� ������� n �� �	
���� � 
�� ������ �������
	���
�� ���� ����!

Nn = Ce−En/κT �"�"#�

�� �� �	
�	��� "�"#$ Nn �� �� %����������� ��� ������ �� ����	
��� �� ��
������ n 	�� ����
�� En$ κ �� �� 	�������� �� ���� ����$ T �� �� ���%����
�� �
C �� 
�� 	��������� &��� ��	������ �� '���� �� C �� ������� � �� �	
�	��� "�"#!

n=∞∑
n=0

Nn =
n=∞∑
n=0

Ce−(n+1/2)hν/κT = Ce−hν/2κT
n=∞∑
n=0

enhν/κT = 1 �"�"��

�� �(
� ��%�)���� C ����������!

C =
1

1− e−hν/κT
ehν/2κT �"�""�

*
����
����� �� �	
�	��� "�"" �� "�"� �� ������� (
�!

Nn = (1− e−hv̂c/κT )e−nhv̂c/κT �"�"��
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��������	 �� �
��
�
� ���� ���� 
��
���� �� ��	��������� ��� �����	 �� �	���

���� �� �	� �����	� n�� � n�� ���� �� ���
���
�� �� �����
�
� ��� CO �����
����� cm−1 � ����������� �������� ��
	�����	� !�� ���
��
������ �	��� ���
�	��
���� ���"� �� �� �����	 n�� �N0 = 0,999# N1 = 2 ∗ 10−6# N2 ≈ 0��� �
$� ��	��������� ��� �����	 �� �	��
���� �� �	� �����	 n�� � n�� � �����������
�������� ���� �� ���
���
�� �� �����
�
� �� OH !�� �������
� � ��� �����
����
%�	����
��	 ��&�&cm−1 ������� �� 
��� �'��� � � �N0 = 0,999# N1 ≈ 10−8 � $	
����	 ��
��� ���� ��� ���
���
�� �� �����
�
� �� �� �	��
��� SiO4 ��&� cm−1#
N0 = 0,90# N1 = 0,099# N2 = 0,011# N3 = 2 ∗ 10−3 � (��!�� �� �����	 ��������	
�	 �� ��� ������������ 
	�	 �� �	� �	� 
��	� ������	���# 
��� �� �	������� �� ���
�	��
���� ���"� �� �� �����	 n��� )����� 	
����� ������
�	��� ����� �����	� ��
����'*� ��� !�� |n− n

′| ≥ � �����	 � ��� �����	��
������ ��� )	���
��� �� +	��
��# ���	 �� �
����	 � �	� �����	� ��������	�# �� ��� ���� �	�
�
�� �	�!�� 
���
�	��� ��� ������
�	��� 	
����� ����� �� �����	 
�"���
	 n = 0 �� �����	 
�����
	
n = 1# !�� �	� �����	� 
���� ������
��� �� ����'*�� �� ��"
��
������ �� �����
����	 ���� �� �	���
��� �� +	���# 
	�	 ���� �� �	���
��� (��
��
	� (���"�#
����� �� ����	 �� ����� 
�"��
	# 
����	 �	��� �� 	�
����	� ���
��
	 !�� �	���
�� �	����	 ���
���
	 ���	��� �� �,��
��� ��� ����-� �.����� ��� ���	 �����	����
� �� ���
���
�� �� �� ����-� �.����� �� �'��� � �� ���
���
�� ������� �� 	�
���
�
�#
�� ��	��
� �� ���	���
�� � �� �������� �� �".��	 �� ���	�
�
� �� ����'*� �	�
������ �� �����	 �	� ����� �� �� �	��
��� �� ����	'*� 
	� �	� �����	� ��������	�
	������	�� �� �	� ���	 !�� �� ������ �� ��
"��
� 
�"��
� ���� �.���
�� �� ����
�
��	�
	�*� �������	,��

�� �
������� �� ���	�� �
������	

/	�	 �� 0� �������	 �� �	���
��� (��
��
	# �� 
	������� k ����
� �� ����-�
��� ����
� !�*��
	 �� �� �	��
���� 1��	 ���	# �	� 
����	� �� �� �	��
�
� �� �� ����

���
�� �� �����
�
� �� ��� �	��
��� ����� ��� ����
������� ���������� � 
����	�
�� �� ����-� �� ����
�� /	��������	� � �����	� �� 	��� �"� ��,	� �	� ����
��
�������������	 ��� ����
�# 
	������� �� ����-� �� ���	� ��'�����# � 
	��������
�	� �� �����	� �� 	��� 0�
�� ���	��� �"� ���	� ����
��*�� �� �	�����
������	 ���
����
� �� 
	�������
�
��

������ ��� �	
���	
��� �� ��� �
������� �
�	����	���

)��� �������� ��� �	��
����# 
	��������	� � ����� 
	�	 �������� 
	���������
�	�� 2��	�'��� !�� �����	� �	��
��� 
	��������� �	� N "�	�	�# �	� �	 ����	 ��
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������� ����� 3N �	�
�� 
� ��
�	��
� 
� ����� ��� ��� 	����	�� �� � ��� ��		������

�� � 
�������������� �	������������� 
�� ����	� 
� ����� 
�� ������� � � ���
��		�����
������ � ��� �	����������� 	������������ ���
��
� 3N − 6 ���	
���
��
����� �� �� ��� ���� �� ������� �������� ��� ������	��� 
�� ������� ��	� ������!��	
�� �	�������"�� #� ������������� ��	� ���� ����� �� �$��	� 
� ���	
���
�� ���
���
�� ��� 3N −5� % ��
� ��� 
� ����� ���	
���
�� �� �� 
������� ���	
���
�
qi 
�� �������� &�� ���������� 
� ��'������� ��	� ��
� ���� �������
� �� ��	��
(�����"� �	�"���� ����� �� )�	��*

m1
d2q1
dt2

= k11q1 + k12q2 + .........k13nq3n

..

..

..

m3n
d2q3n
dt2

= ......................................

#� 
��
� ��� ���������� kij ��� ��� ���������� 
� )��	�� ��� 	��������� ���
���	
���
� ��� ��� ����������� 
� �� )��	�� �� �� 
�	����"� 
� �� ��	�� +�	� ����
�������� �� ������ ��� �� ����	� 
� ����� �� �� 
������� �� ��� �� ��� ���� 	���
��� �� ��'������� 
� ��� ������� +�	� ���������	 ��� ���������� �		�
� �(��������
�� ���������� ��
� ���	
���
� qi ��	 �� )����	 aki ��� ���*

Qk = −
∑

akiqi

,��
� Qk ��� �����
�� ���	
���
�� ��	������ %�-� �� ������� 
� ����������

� �		�
� �� ���'��	�� �� �� ������� 
� ���������� ����������� ��
����
����� �
�� ������������ �� �
�����*

Q̈k = −λkQk ./�/01

&� ������"� /�/0 ����� �(��������� �� ����� )�	�� ��� �� 
� �� ������
�	 �	�"�
����� +�	 �� ������ 
�� �	��������� �������� �(������ �� ��� ��������� ����	��	��
�� �������	� ��� �� )����	 λk �������� �� )	�������� 
� �
��	��"� νk 
� 	�
����"�
��	 ��	�� 
� �� ��� ����� �� �� ������� �� ��	��� 
�����	 ���
��� +�	 �� ������ ��
�
����� ��� �� ���	�-� 
�� ������� ���� ��������
� � ����� �� )�	��*

Ek = h̄
√
λk(n+ 1/2) ./�/21

3��� �4����� �� �����	�� ��� ���'� ��
�� 
� '�
	���"� 
� �� ��� ���� SiO4*
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�� ����
�	� ���	�		��� 
� CO2 	����� �� �	����
�� 
� ���� 
��
���
�� 
� ����	
��� � 2349cm−1 � 667cm1� ��� ���	�
����� v̂2a � v̂2b ������ ��
����� �	�
���
�� � ���
�� ��	 
��������
�� ��	��� ��� ����������� ��� ��	����

�
���	�� ���	� ��� ����� ���	�
����� ��� �����
�� 
��������� 
�����	�
��� ����
�� ���	�
��� v̂1 �� ��� �����	�
� �� 
����� �� ������� ���
�	�
� 
�����	 
� ��
����
��� ���� ���	�
��� �� ���	�
� �� �� ����
�	� ���	�		��� � �� �����
� ���
�
����� !� ��� �� ������ ��� �� ����
�� 
� �� �����	"� 
� �� ����
��� � 
� 
��� ��

����	��� ��� ��
�� ��	����� 
�� 	����
�� � ��� 
���	����� ���	�
����� 
� �����
�	"� �� ���
� ������	 ����	��
��� �� ��� ���	�
��� �	�
�
� �� ������� ���
�	�
�

�����	 ��
������ � �� #$%&� ��� ��
���
����� ��� �� 
����	��� 
�� 	����
�� � ���

���	����� ���	�
����� 
� �����	"� 
� �� ����� ����	� 
��� �� '�
�� ��� 
�����
������ 
� �� ��
��	 ���
�� ����	�
���	 
�� ��� ��
� ���
�	��������
� �� 
�
�	 
��� �
����� �� �� ���	�		����

������ ����	
� �
 �� ������
�	� �� �	����	�
 ��� CO ���
�
 �� ���

�
��	�
 �
��� �����

�����
�	���� �� CO �
��	��
� ���	� ��� ����	(
�� ���)��
� *
��� �� CO ��

������
� ���� ���
	) ��� �	�
���
�� 
� ���	�
���+�
,�
��	�� �
�		�	 �	�� �	�
�����

-� �� ����
��� ��	) �
��	��
� �"��
�������

$� �� ����
��� ��	) �
��	��
� ��"��
�������

.� �� ����
��� �� �	�����	��	) � ��� �	�
�
��� 	��

����	)� 
�� �� ����	(
���

-� /� �� �	���	 
��� �� ����
��� �� ��
� ���
��
� ��" �� �	�
���
�� 
� ���	�
���

�� CO �
��	��
� ��	"� ������	 �� 
�� ���� 0�� ����	�� �� �� 
�	���� �� �
�
��	��
� ��"��
������ �� �����	"� 
� CO �� 
�����
� � �� 
� ��� ����
���

�� ���� (X −C −O) 
��
� X �� �� ����� 
��
� �� '� �
��	��
� �� CO 
��
��� ���� ��
'� ����	 
����	�
� 
�� �� ���� 
�� 
�	���� � 
�� ��"�����
1� �
��	��	�� ��� �	�� �	�
�� 
� ����	��
 �	�����
������� � 
�� 	���
�������
�� �	�����	��� �� 
��
� ��
�� ���	�
������� ��	 �� ��� �� CO �
��	��
�
��"��
������ 
���	"� ����	�	 ���� ���
��� 1 ����	 
� ���� ��� 
��
� ������
��
�� 
� ���	�
��� 
�		�����
�� � �2��	�� 
� ��
� 
�� ���	�		��� ������ 
	����� ��� �� ��
���� ��	 �� ��� ����
�	�� ����
�� ��	 �� �������

$� ,�	� �����
�	 �� ��
� ��� 
�		�������� ��"��
�� ��� ���
� ����	������	 ��
�	�
���
�� 
� ���	�
��� 
�� CO �	���	� ������� ��� ����
�	 �� ��
������
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����� �� �� �����  
! ��� �
�

������
��� �	������ � ������ �
� ������� ����� �� ������ �
� 	��
� �����#��

sσ(3σ)� ����� ��� �
� �	�����
� �
� ���� ������
��� �� �
� 
�������� $��	��
�

2s2sp4, 2s2, 2p2
 �� �
����������� �� ������
 �� ������ ������������� sσ∗5σ�
�� ���� �� �����	���� �������������
 �����
 ���� 	
������ �� ���
��� �
���

�#����� �� 	$� ��
����� ��� �
 ���� �
��� �� C ��� �
��� �� O� �
���� ��
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�	� ������ ����� �� C � �� �
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�
�������� �� 	$� ��%
 ���� �� C ��� ���� �� O
 &�
�� ����� ���
���	
� ���

�� ���
��� CO �
��� Ni+2� �� CO �	���� �
� �
� ������
��� ��� ������ sσ∗5σ
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C�O ��� ����	� 
 �� �
���������� �
������
 �� ���������� �� ��������� ���
CO ����� ���
��� ������
��� ��� ���� cm−1� �����
 �� ���
��� �� CO �
���
Ni+1� �� ����	��� ��� ������ sσ∗5σ ��	� ���
������
� �
������
 ����� ���
���
��� ��	
� �� ���������� �� ��������� ��� CO ������ ���
 �
� ���
��� ���
���
��� CO �
��� Ni+2� �����
 �� CO �� ���
��� �
��� Ni0� �� CO ������
�
� �
� ����	�
��� ��� ������ sσ∗5σ� � �� ���� �� Ni0 ��	�
�
�� ����	�
��� ��
��� 
���	���� �	����
� �� ������ ��	��������	� pπ∗(2π)� ������	���
 �� ������
C�O 
 �
� �
 	��	
 �
������
 �� ���������� �� ��������� ��� CO ����� �����
���
��� ���
��� ��� ����cm−1�  �	� !�	��
 ��������
 �� ��	�
�
������ ��
�
 ��� �� �
�
�� �
�
  ������ "�
�
���� #$%&�

$� '
� !�	��
� �� �� CO �� ������� 	�����
���� �� ��� ���
����
 
 �� �� 
()*��

��	� ������	� �� �� �����+���� 
(�������� ��� 	
	������ �� ������ ��������
������ ��� ��
������� 
 �� �
���������� ������ ������ ����� 
����������  �
�� ��	���	���� ��	�� ������ �
 ��	�� ���� ��+����� 
 �(��	� �
�� ���
�������
������ �� ,�	��� '
� �
 *������� ��	�� ������ �� ������ �� ���*
� ���
���
��� �--� cm−1�  � �
� ��	
 ��� �� �� ��	�������
 ��� �� ����	� ������
� ����

�� ��	� 	����.
 �� �� �--� cm−1�  � ����	� ������
� �� �� ��	�������
 �� �$-�
cm−1 �
���� ���� ���
��� ��� ��	
�� �� ������	��� �� ���������� �� ���������
�� CO2� '�����	��
� �
� ��*����	
� ������ ������	
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�,����
�� CO �
�
 �������� ��	
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 �� /)���� �� 0����+���� ���� ��
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��
�)� �������
.� �� �� '��1��� ���� 0���	��� 23� 4
� �����
� ��� ��
�	������ ���� ������ � ���
 �(�������	
� �� �����	�
��
�)� �������
.� �
� 5�����
�
����� �� /
����� ��	�� �����
� ��������	����	� �� �� ��	��������	�
 �� 6��
�����
� ��� �� �(����� � �
�	���������

�
� �	������
� �����
� ��� ����	��	����	
 �� �������
�

 � �� +*��� ��7 �� ��

 �� ��� �
�
�����	��
 v̂ �� ���	��
 ����� ��� ����	��
������ �� �� ��������		��� ,�	� ������ �� ��� �� �
�� ��
 ��� �� � �� ����.
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E(t) = E0cos(ωt) + E0cos(ωt+ 2πv̂s) �
�
��
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�� ������ ���� E0cos(ωt)� �� ������� 2πv̂s �� �� 
�������� ����� ����� ��
���
��	 s �� �� 
��������� 
� ������ �	� ����� ������� �	� ��� 
��
� −d !���� d�

��
� d �� �� �"#��� �	� �	�
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�����$���� �� ������ �%��� !���� 	� ��
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E(t)0 = 2E0cos(πv̂s)
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IR =

∫ ∞

−∞
Iv̂dv̂ ������

���	� ����� ���	��

����� ��	����� ��������

IR = 4

∫ ∞

−∞
I0→v̂cos

2(πv̂s)dv̂ ������

�	�����	����� �� ��	���� cos2(πv̂s) �� ���� �� ��������

IR = 2

∫ ∞

−∞
I0→v̂(cos(2πv̂s) + 1)dv̂ ������
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� � ���� ���� ��� !
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�� �!
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� "���� �� ��	����
cos #� !
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IR =

∫ ∞

−∞
I0→v̂cos(2πv̂s)dv̂ ����$�
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�
� � ���$ ����
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�
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�� I0→v̂ 
�� 	��"�
�� � v̂� �����
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∫ ∞

−∞
IRcos(2πv̂s)ds ������
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